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Vorwort. 


Der vorliegende erste Band der Potentialtlieoiie ent- 
hait zunaohst die Ableitung der charakteristischen Bigen- 
scbaften des Potentials, und zwar fur das Kdrperpotential 
im wesentlichen nach Ganfi, wahrend fur das Fiacben- 
potential eine einfacbere, von Herrn Weingarten her- 
ruhrende Ableitung gewaldt ist. Es folgen Erweiterungen 
des Potentialbegriffs, und zwar zunaohst auf andere An- 
ziehungsgesetze als das Newtonsche, speziell auf das Ge- 

setz dann auf das logarithmische Potential und das 

Potential von Doppelbelegungen. Im dritten Abschnitt 
werden das Potential und die Anziehung homogener Bl- 
lipsoide eingehend erdrtert. Der Verfasser hat die all- 
gemeinen Satze mdglichst dutch Anwendung auf spezidle 
Beispiele zu eriautern gesucht. So "gehen der Binfuhrung 
c(es Potentialbegriffs verschiedene Aufgaben fiber An- 
ziehung voraus, und auch im ganzen Verlauf der Ent- 
wicklung Sind an passenden SteUen Beispiele eingeffigt. 
AuBerdem dfirfte sich die hier gegebene Darstellung der 
Potentialtheorie von anderen Darstellungen dutch den 
Inhalt des zweiten und mannigfache im dritten Abschnitt 
enthaltene Folgerungen unterscheiden. 

Der zweite Band wird zunaohst die» wichtigsten Satze 
fiber Kugelfunktionen entwickeln, dann die Anwendung 
dieser Funktionen auf die Potentialaufgaben der Kugel 
bringen, endlich eine Einffihrung in die allgemeine Eand- 
wertaufgabe nebst damit zusammenhangenden Satzen. 

Halle a. S., Herbst 1908. 
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Einleitung. 

Die Natur bietet uns zahlreicbe Erscheinungen dar, 
welehe diircb die Annahme von KrMten erklart werden, 
die zwischen je zwei materiellen Teilolien im umgekehrten 
Verbaitnis des Quadrats der Entfernung wirksam sind. 
Die allgemeinen LehrsSitze, welcbe die Eigenscbaften der- 
artiger ErMte betreffen, bilden einen ausgedebnten Zweig 
der matbematischen Physik, den man die Potentialtheorie 
nennt. Dabei handelt es sich aber in jener Tbeorie nicbt 
um die Bewegungen, die durcb solcbe KrSfte bervor- 
gerufen -werden; die Erdrterung dieser Bewegungen ist 
Sache der analytiscben Mechanik. Bs handelt sich viel- 
mebr um allgemeine Eigenscbaften, die jenen Kraften un- 
abhangig von den durcb sie entstebenden Bewegungen 
zukommen. Wenn man erwagt, daB zu den in Eede 
atebenden Kraften nicbt nur die Gravitation gebdrt, son- 
dern dafi nacb dem Coulombscben Gesetze aucb die mag- 
netiscben und elektriscben Erscheinungen von derartigen 
Kraften abhangen, so laBt sicb die Wiobtigkeit der Poten- 
tialtheorie fur die Physik ermessen, und es erscheint 
durohaus gereohtfertigt, den Anwendungen der Potential- 
theorie einen besonderenBand dieser Sammlung zu widmen. 
Aber aucb abgeseben von den Anwendungen ist die Po- 
teutialtbeorie vom rein matbematischen Standpunkte aus 
interessant, und sie ist fiir die Entwicklung der Wissen- 
scbaft von grdUter Bedeutung gewesen, insofern durcb sie 
der Analysis neue Probleme ersoblossen sind und dadurcb 
aur Ausbildung neuer Methoden der AnstoB gegeben ist. 
Sind docb mit der Ausbildung der Tbeorie die Kamen 

Wangerln, Tbeorie des Potentials L ^ 
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Einleitung. 


der herrorragendsten Mathematiker verknupft: Laplace, 
Poisson, Ganfi, Green, DiricMet, 0. BTenmann, Pomcar6 
nnd andere, deren Aufzahlting hiei zu weit fuhren "wurde. 
Die mathematische Seite der Theorie ist es, die im fol- 
genden entwickelt werden soli; und zwar soil diese Ent- 
wicklung Mer nnabhangig von den AusftUirungen des die 
An-wendungen der Potentialtheorie enthaltenden Band- 
ckens durchgefukrt werden. 



I. Abschnitt. 


Das Potential und seine eharakteristiselien 
Eigenschaften. 


Kapitel 1. 

Die aUgemeinen Formeln fiir die naeh dem Newtonsehen 
Gesetze erfolgeuden Anziehungen. 

a) Anziehung, die ein einzelner Massenpunkt 
auf einen anderen ausubt. 

Wir geben voa dem Newtonscben Gesetze aus, das 
sioh auf die Wirkung zweier Massenpunkte beziekt. Das- 
selbe besagt: 

Zwei Massenpunkte ziehen einauder an mit einer 
Kraft, die die Ricbtung ihrer Verbindungslinie hat, die 
ferner ihren Massen direkt und dem Quadrat ihrer Bnt- 
fernung umgekehrt proportional ist. 

Die beiden Massenpunkte seien A und B, m die 
Masse von A , die Masse von B, p sei ihre Entfernung, 
dann ist die Kraft K, mit der sowohl die Masse m den 
Punkt B, als die Masse fi den Punkt A anzieht: 


(I) 




m/j, 


Die Bedeutung des in (I) auftretenden Faktors f erkennen 
■wir, wenn wir m = jW = 1 und g = 1 annehmen: f ist die 
Kraft, mit der zwei gleiche Massen von der GroBe 1 in 
der Entfernung 1 aufeinander wirken. Die GroBe von f 
hS<ngt also von dem KraftmaBe ab, und es laBt sich durch 
passende Verfugung fiber letzteres erreiohen, daB f =1 
wild. 


1 * 
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Neben derGrofie der Kraft kommt es anf ibreEicbtung 
an. Um eine Kraft JE nacb GroBe und Kiobtung dar- 
zustellen, zerlegt man sie in ibre den Acbsen eines recbt- 
winkbgen Koordinatensystems parallelen Komponenten: 

(1) Z = Zcos«, r-Kcos/S, Z^Kcosy, 

wo a , i? , r die Winkel bezeicbnen , welche die Bicbtung 
von K mit den positiven Acbsenricbtungen bOdet. 

Dabei ist folgendes zu bemerken: Wahrend die Elraft K 
stets absolnt gereobnet wird, werden ibre Komponenten 
positiv Oder negativ gereobnet, je nacbdem sie dem an- 
gezogenen Pnnkte eine Beschleunigung parallel der posi- 
tiven Oder der negativen Aohsenricbtung erteilen*). Dem 
entsprechend sind vorber oc , ^ , y als diejenigen Winkel 
definiert, die die Bicbtung der Kraft mit den positiven 
Acbsenricbtungen bildet. — Sind nun on , y , e die Koordi- 
naten von A , I, ?? , f die Koordinaten von B , so ist in (I) 

( 2 ) (?-«)^ 

Zur Darstellung der Winkel », §, y miissen wir unter- 

scbeiden zwiscben der 
Kraft, mit der B den 
Punkt A anziebt, und 
derjenigen, mitderum- 
gekebrtA den Punkt B 
anziebt. Wir wolleu 
bier und im folgen- 
den stets A als den 
angezogenen, B als den 
anziebenden Punkt an- 
sehen. Dann ist die 
Kraft K von A nach 
B bin gerichtet, und 
demgemafi baben cos« , oos/8, cosy die Werte: 

(3) cosa = — — — , coS/S = ~ — — , cosy — - — - . 

0 0 0 

*) Laplace, Gaufi und Diriehlet geben in ihren Arbeiten 
tiber die Anziehung der Ellipsoide der einer Achse parallelen 
Kraftkomponente dann das positive Zeiehen, wenn die Korn- 
ponente der positiven Achse entgegengesetzt geriebtet ist Wir 
ziehen die obige, in der Mechanik allein gebrauchliche Fest- 
setzung vor. » 
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Somit Sind die Komponenlen der Kraft K, mit der A 
Ton B angezogen wird: 

(la) z = fm,S=^. 

g’’ g'* 

Znsatz. In der Physik treten neben anziebenden 
aucli abstoBende Kjdfte anf. Wird A von B abgestoBen, 
und erfolgt die AbstoBung nacb dem Kevtonscben Ge- 
setze, so hat K denselben absoluten Wert wie vorher; 
nur ist K jetzt nicht von A nach B hin gerichtet, sondern 
hat die entgegengesetzte Eichtnng. Demnach haben anch 
die Komponenten X, J , Z dieselben absolnten Werte 
wie in (la), aber entgegengesetzte Vorzeichen. Man kann 
beide Palle durcli dieselben Formeln darstellen, wenn man 
das Vorzeichen zu f zieht nnd dem Faktor f bei An- 
ziehung das positive, bei AbstoBung das negative Vor- 
zeichen gibt. Dann stellen (la) in beiden Fallen die 
Komponenten der wirksamen Kraft dar*). 

b) Anziehung beliebig vieler diskreterMassen- 
punkte. 

Der Punkt A mogo jetzt von n Massenpunkten 

B^ , . . . , Bn angezogen -werden. Die Massen derselben 
seien /<, , , fin, ihre Koordinaten resp. ; 

^3 1 •••; j;», t». Die Anziehung, die ein 

beliebiger von diesen Punkten, JS*, auf A ausubt, babe 
die Komponenten Xh, F», K*. Letztere haben, wenn 
wieder a; , y , » die Koordinaten von A sind, m die Masse 
von A , nach (la) die Werte 

(4) Aa = -J , 3 , -3 

Qh Qh Qh 

wo gft den Ausdruok bezeichnet, der aus g [Gleichung (2)] 
entsteht, wenn man C durch I/,, fj ersetzt. 

Zerlegt man so jede der auf A wirkenden n Krafte und 
setzt die derselben Aohse parallelen Komponenten zu- 
sammen, bildet also nach den Rogeln der Mechanik ihre 

*) Der Untersohied zwischen anziehenden und abstofienden 
Kraften wird hSufig nicht beachtet, und so kommt es, daB in 
manchen Darstellungen die Vorzeichen der Anziehungskompo- 
nenten nicht richtig angegeben sind. 
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algebraische Summe, so erMlt man die drei den Achsen 
parallelen Kxafte 

( 5 ) X^SXn, Z=XZn. 

Man kdnnte X, Y, Z zu einer Eesultante vereinigen, 
die die Gr5Be 

fX} + Y2 + 

hat nnd die Hauptdiagonale eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedons bUdet, dessen eine Ecke A ist, und dessen 
Kanten gleich den absolnten Werten von X , Y , Z sind. 
Die Eichtungskosinus dleser Eesultante sind : 

X Y Z 

yx2 + Y2 ’ ]/Z2+ Y^ + Z^ ’ yz2+ Y'^ + z^ ’ 

Wir woUen indes von der Bildung der Eesultante absehen 
und die drei Komponenten beibehalten. Unter Benutzung 
der obigen Ausdrueke fiir Zj , Y%, Zj, erhalten w fiir 
dieselben die Formeln: 


(II) 


Qh 




A=1 


Qa 


c) Anziehung raumlicher Massen, 

Von der Betrachtung diskreter Massenpunkte gehen 
wir zu dem Pall fiber, daB die Masse irgendwelches 
Volumen kontinuierlioh erfullt. Wir zerlegen das Volumen 
in Volumenelemente, die wir uns etwa als rechtwinklige 
Parallelepipeda vorstellen konnen. Je kleiner ein solehes 
Element ist, desto genauer konnen wir die in ihm ent- 
haltene Masse als punktfdrmig annehmen und daher auf 
jedes Element die Formeln (la), auf die durch das 
Zusammenwirken aller Elemente entstehende Kraft die 
Formeln (II) anwenden. Mit der Verkleinerung der Ele- 
mente wachst aber ihre Zahl n, und zwax muB n uber 
aJle Grenzen wachsen, wenn die Elemente wirklich als 
punktfdrmig angesehen werden sollen. Wir haben also 
die Grenze der in (II) auftretenden Summon zu suchen 
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fur den Pall, daB die einzelnen Massen jw* immer kleiner 
■werden, ihxe AnzaU n immer grofier. Die Grenze einer der- 
artigen Summe Ton sehr Tielen, sehr kleinen GroBen ist 
aber ein bestimmtes Integral. Wir erbalten daber, wenn 
wir mit dp. die Masse eines Volumenelements bezeicbnen, 
fiir die Koraponenten der von der Gesamtmasse auf den 
Massenpunkt A ausgeubten Anziehung die Ausdriicke: 

Die Integration ist dber das von den Massenelementen 
eingenommene Volumen zu erstrecken, 

Bs fragt sich nun, wie Massen- und Volumenelement 
miteinander zusammenhangen. Dazu ist zu beachten, 
daB in demselben Volumen verschieden groBe Massen ver- 
teilt sein konnen. Um ein MaB fiir diese verschiedene 
Massenverteilung zu erhalteh, fiihren wir den Begriff der 
Dichtigkeit ein. hTehmen wir zuerst an, es sei eine Masse p 
gleichformig in einem Volumen v verteilt, so versteht 
man unter der Dichtigkeit & die in der Volumeneinheit 
enthaltene Masse, oder, was dasselbe ist, den Quotienten 
aus Masse und Volumen: 

(7) k = . 

V 

Bei gleichformiger Massenverteilung jLndert sich To nicht, 
wenn wir fiir v einen beliebigen Teil des gegebenen Vo- 
lumens nehmen und fiir p die in diesem Teil enthaltene 
Masse, d. h. bei gleichformiger (homogener) Massenverteilung 
ist die Dichtigkeit das Verhaltnis eines beliebigen Massen- 
teils zu dem zugehdrigen Volumen. 

Diese Definition dor Dichtigkeit ist nicht mehr an- 
wendbar, wenn die Verteilung der Masse eine ungleich- 
fdrmige ist; man muB, um auch diesen Pall zu umfassen, 
die Definition passend erweitern. Das geschieht in ahn- 
licher Weise, wie man in der Mechanik den Begriff der 
Geschwindigkeit von der gleichfdrmigen auf eine beliebige 
Bewegung dbertragt. Wir erwagen, daB, je kleiner der 
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Volumenteil ist, den "wir betrachten, desto genauer die 
in ibm enthaltene Masse als gleicbformig verteilt angeseben 
'werden bann, und w verstehen daher unter Dichtigkeit 
den Grenzwert: 

(7 a) b = lim > 

wo A die in A v entbaltene Masse bezeichnet, Oder mit 
den Bezeicbnungen der Differentiabecbnung: 

(7b) Tc^^, d/j,= Tc-dv. 

Die erweiterte Definition scblieBt, wie leicht ersichtlich, 
die obige, fiir gleichfdrmige Massenverteilung geltende als 
speziellen Fall in sich. — In dem allgem eineren Falle der 
ungleichfdrmigen Massenverteilung ist h nicbt konstant, 
sondern eine Punktion der Koordinaten der betrachteten 
Stelle. 

Fuhren wir den Ansdnick (7 b) fiir das Massen- 
element d/z in (6) ein, so erbalten wir: 

m 

Oder auch, wenn wir als Volnmenelement ein nuendlioh 
kleines recbtwinkliges Parallelepipedon annebmen, dessen 
Kanten den Acksen parallel sind: 

(Ilia) X = fmJlj^^^-^d$dt]dC. 

Die entsprechenden Ausdrncke fiir T und Z ergeben sick, 
wenn man in (III) oder (lEEa) | — a? duroh ^ — y , resp. 
f — a ersetzt. Die Grenzen der bier auftretenden drei- 
faoken Integrals sind ebenso zn bestimmen wie bei der 
Berechnung der Volumina. 

d) Anziebung von Flacben und Linien. 

Man betracktet in der Potentialtbeorie nicbt nur die 
Anziebung von Massen, die ein gegebenes Volumen kon- 
tinuierbcb erfuUen, sondern aueb die von Massen, die auf 
Flacben ausgebreitet sind. Man gelangt zu derartigen 
Massen durcb folgende Abstraktion. Auf einer Fiaohe 
denke man eine Masse so verteilt, daJJ ibre Dicke ■nberall 
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sehr klein ist. Diese Dicke lasse man nun immer kleiner 
nnd kleiner werden, zngleich die Dichtigkeit der Masse 
groJJer; derart, daJ3 der Gesamtinhalt an Masse endlich 
bleibt. Im Grenzfall, wo die Dicke unendlich klein, die 
Gesamtmasse aber endlicb ist, spricbt man von einer auf 
der Macbe ausgebreiteten Masse. 

Die Anziebung derartiger Massen kann man anf die- 
selbe Weise ermitteln, wie in c) die Anziehung drei- 
dimensionaler Massen. Man teile die gegebene Masse in 
sehr Meine Massenelemente /l/t, wende auf diese die 
Formeln (II) an und gehe zur Grenze fiir den Fall fiber, 
dafi die einzelnen Afi immer kleiner und kleiner werden, 
ihre Anzahl immer groCer. Als Grenze der Summen er- 
halten wii* dann wieder Integrate, aber nicht, wie in (6), 
dreifache Integrate, sondern, da die Masse nur zwei- 
dimensional ist, Doppelintegrale, d. h. die A-Komponente 
der Anziehung einer auf einer Flache ausgebreiteten 
Masse ist; 

(8) i = 

Audi hier fiihrt man den Begriff ,.Diohtigkeit“ ein und 
versteht darunter bei gleichfdrmiger (homogener) Massen- 
verteilung die auf der Ftecheneinheit ausgebreitete Masse, 
Oder, was dasselbe, den Quotienten aus einem beliebigen 
Massenteil, dividiert duroh die zugehdrige FMche. Fiir 
den Fall ungleichfSrmiger Massenverteilung wird diese 
Definition, analog wie oben, dahin erweitert, dafi, wenn 
Afi die auf der Flache Ao ausgebreitete Masse bezeichnet, 
die Dichtigkeit a gleich 

Afi 


lim . 

Ao=i) Ao 


ist Oder 
(9) 


X — 


dju, 

do 


dfi — xdo] 


und zwar wird x im allgemeinen fur yerschiedene Punkte 
der Flache verschiedene Werte haben. 

Dutch Anwendung von (9) geht (8) in folgende Glei- 
chung fiber; 

(lY) x=>fmjj^-^^do-, 
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Tind daraus erhalt man ■wieder die Y- tind Z-Komponente 
der Anziehung, indem man f — » dnroli ‘I'j—y, reap. C — « 
ersetzt. 

Der VoUstandigkeit halber erortern wir kurz auoh 
den weniger wichtigen Fall, dafi die anziebende Masse 
langs einer Linie ansgebreitet ist. Man kommt auf diesen 
Fall dnrcb Betracbtung einer Masse, deren senkrecbt zu 
einer gegebenen Kurve genommener Querscbnitt sebr klein 
ist, indem man den Querscbnitt uneadlicb klein -werden 
laJJt, wabrend zugleicb die Masse endlicb bleibt. Die 
Dicbtigkeit >< einer solcben eindimensionalen Masse wird 
definiert durcb 


(10) 




K — bm . 
.i«=o As 


dfjL 

ds 


? 


wo ds das Bogenelement der mit Masse belegten Kurvc 
ist; und die Anziebungskomponenten ergeben siob durcb 
dieselben Betracbtungen wie bei anziebenden Fldcben. 
Das Eesultat unterscbeidet sicb von (8), resp. (IV) nur 
dadurcb, dafi, da die Masse nur eindimensional. ist, an 
Stelle der Doppebntegrale einfacbe Integrals treten. Die 
X-Komponente der Anziebung wird bier: 

(V) Z = 

und analog Y und 2. 

BEiermit ist dieBereobnung der Anziebungskomponenten 
beliebiger Massen zuriickgefubrt auf Aufgaben der Integral- 
recbnung. 

Kapitel 2. 

Anweudungen der aUgemeinen Formeln. 

Aufgabe 1. Anziebung eines bomogenen Kreis- 
bogens auf einen Punkt, der senkrecbt tber dem 
Mittelpunkte des Kreises liegt. 

Wir treffen folgende Verfugungen uber die Wabl des 
Koordinatensystems. Zum Anfangspunkt nebmen wir den 
Mittelpunkt 0 des Kreises, die Ebene desselben zur 
asy-Ebene; dann gebt die z-Acbse durcb den angezogenen 
Punkt A , und zwar nebmen wir die Ricbtung OA zur 
positiven is-Acbse. Die positive »-Acbse legen wir so, 
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daB sie durch die Mitte G des Kreisbogens DD^ geht. 
Der Badius des Kreises sei a , 2 a sein Zentriwinkel, k die 
konstante Diohtigkeit der auf dem Kreisbogen ausgebreiteten 
Masse. Die Koordinaten eines 
anziebenden Punktes konnen 
wir dann, da derselbe aiif dem 
Kreise mit dem Badius a liegt, 
so darstellen: 


| = acos9J, 9?=asin9?, 

C = 0, 

wabrend die des angezogenen 
Punktes 

a; = 0, y = 0,z>0 
Sind. Mitbin ist nacb (2) (S. 4) 

<? 





Ferner ist 

ds — ad^ , 

und die Integration nacb cp ist von (p = —a bis (^==+a 
zu erstrecken. Bndliob ist « konstant, und daber folgt 
aus Pormel (V): 


X = fm 


^ CO 
xa^ 7j- 


+« 


C0S(pd95 


+ 2*) 


3 ’ 


Y^fmxa^l 


sin(pd<p 
(/a* + 22)' 


8 ’ 




= —f'm xaf 3 


Die AusMbrung der Integration ergibt: 

„ fvthxa^^mia. y_n „_—finxaz2oi 

Wir wenden das Besultat auf den speziellen Fall an, 
dafi der angezogene Punkt A in den Mittelpunkt 
des Kreises failt, also 2 = 0 ist. Dann wixd 

r_ 0 , Z- 0 . 



12 I- Das Potential und seine cliarakteristischen Eigenschaften. 

Die gesamte Anziehung hat also die Biehtung der 
positiven as-Achse, d. h. sie ist naoh der Mitte des 
Bogens jDDi gerichtet. Ferner ist 2asiQa die zu dem 
Kreisbogen gehSrige Sehne. Denkt man anf dieser Sehne 
eine Masse von der konstanten Dichtigkeit x ausgebreitet, 
so ist j<2asin« = /I die Gesamtmasse dieser Sehne. 
Beachtet man noch, daiS a = OC, so ergibt die Ver- 
gleichung des Ausdrucks fiir X mit dem Ansdruck I (S. 3) 
das folgende Eesultat: 

Die Anziehnng, die ein homogener Kreisbogen auf 
den Mittelpunkt 0 des Kreises ausiibt, ist nach 
GroBe und Eichtung gleich der Anziehung, welche 
die Mitte 0 des Kreisbogens auf 0 ausuben wurde, 
falls in G diejenige Masse JI konzentriert wird, welche 
die zu dem Bogen gehorige Sehne haben wurde, 
wenn auf dieser Sehne Masse von derselben Dich- 
tigkeit wie auf dem Kreisbogen homogen verteilt 
ware. 

Wir haben hier ein erstes Beispiel dafiir, daJS man 
unter Umstanden die Anziehung einer nicht punktformigen 
Masse durch die eines Punktes ersetzen kann. — Das 
Eesultat des allgemeinen Palles unserer Aufgabe {e > 0) 
lafit eine so einfache Deutung nicht zu. 

Aufgabe 2. Anziehung 
^ J einer homogenen geradlini- 

gen Strecke. 

Es sei BG die anziehende 
Strecke, A der angezogene Punkt, 
der auBerhalb BG liege, AO das 
von A auf B G gefallte Lot. Legen 
g G' tot das Koordinatensystem so. 

Pig. a daB 0 der Anfangspunkt ist, BG 

langs der aj-Achse liegt, OA die 
positive y-Achse ist, so haben wir in (V): 

* = 0, « = 0, y>0; 57 = 0, f = 0, 

I von 0 verschieden; 

ferner 

ds == , Q= y + 7/2 ; 
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(a,) 










dS 


(f¥+7^y 


3 > 


^ = 0; 


dabei sind mit b und c die Absziasen der Punkte B und C 
bezeichnet. 

Wir wenden diese Pormeln zunsichst auf den Fall an, 
daU A in 0 fSUt, also — 0 ist, und setzen voraus, daB 0 
nicht auf BG selbst liegt, sondern in dessen Verlangerung. 
Dann baben b und c dasselbe Zeichen, und zwa r naSgen 
b und c positiv sein und b <e. Ferner geht /I® + 
in +1 fiber, und aus (a) folgt: 


(b) 


X 






— b) 
cb 


Y = 0, Z«0. 


Das Besultat (b) IfiJBt siob folgendermaBeu deuten: 
e~b ist die Lfinge, — b) die Masse von BO, die v^ir 
mit '/A, bezeichnen wollen. Setzen wir ferner bo — r^i so 
bat X die Form von (I), S. 3, und zugleicb ist X die 
ganzft anziebende Kraft. Somit 

kann die Anziebung, ■welche eine bomogene gerade 
Streoke ISO auf einen in ibrer Verlfingerung gelegenen 
Punkt A ausfibt, ersetzt werden durcb die Anziebung, 
die oin Punkt D auf A ausfiben wfirde, wenn man 
in JD die Masse Ji der Streoke B 0 konzentriert denkt. 
Der Punkt JD ist dadurcb bestimmt, daB AD die 
mittlero Proportionale von AB und AO ist. 

Aucb in dem allgemeinen Falls, wo y von Null yer- 
scbieden ist, lassen sich die Integrationen in (a) leicbt 
ausfubren. I3oeb lassen die sicb so ergebenden Besultate 
eine einfacbe Deutung erst nacb einer umstfindlicben 
Transformation zu. Wir erledigen daber die Aufgabe 
durcb folgeude geometriscbe Betracbtung. Wir verbinden 
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A mit B und 0 nnd schlagen urn A mit J.0 als Radius 
einen Kreisbogen, der J.R und 10 in B' und 0' sclineiden 

moge. (Ob 0 innerhalb Oder 
auBerhalb B C lie^, ist in 
diesem Falle gleichgultig.) Wir 
befcrachten ein Linienelement 
MN Ton BO. Sohneiden nun 
AM und AN den urn A be- 
scliriebenen Kreis in M' und N', 
so vergleicben "wir die Anzieh- 
ung, ■vrelche einerseits das Li- 
nienelement MN, andererseits 
das Bogenelement M'N' auf A 
ausiiben, falls beide Elemente mit Masse von derselben 

Dichtigteit 5 belegt smd. 

Die Anziehung, Tvelehe MN auf A ausiibt, ist 
nach (I), S. 3 

( 0 ) 



fmx • MN 
Up 


wahrend A von dem Bogen M'N^ mit der Kraft 




fmx’M'N' 


angezogen wird, und E ist von A nach M, K' von A 
nach M' gerichtet; beide haben also dieselbe Richtung. 
Zur TJmformung des Ausdrucks fiii K beschreiben wir 
noch mit J. Jf um A einen Kreisbogen, der IJ" in treffe. 
Den unendlich kleinen Kreisbogen MNq kdnnen wir als 
geradlinig und, da der Bogen auf dem Radius senkrecht 
steht, als Projektion von MN auf die Tangente des 
Kreises AM ansehen. Es ist daher 


MN^ = MN ■ cos(JVJIf JVo) = MN • sin(l JlfO) , 


da der Komplementwinkel von NMN^ ist. Da 

ferner MNq und M'N' Bogen konzentrischer Kreise sind, 
die zu demselben Zentriwinkel gehOren, so verhalten sie 
sich wie die Eadien, d. h. 

, A M 
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Setzt man die beiden Ansdrdcke fur MN^ einander 
gleicb, so folgt 

. MN 


(e) 


AM'-sin{AMO) ' 

Die Einsetzung dieses Ausdrucks in (o) gibt 


K 


AM'-AM-8in{AM0) ' AM'^ 


da AM • sin AMO — AO = AM' ist. Die Vergleiobung von 
(d) und (e) zeigt, dafi K = 1C ist. Zugleich haben K und K' 
dieselbe Biebtung. Ma n kann daber die Anziebung, die 
das Linienelement M N au£ A ausiibt, ersetzen durcb die 
Anziebung des Bogenelements M'A^'; und das gilt von 
jedem Linienelement von BG. Nun ist die Anziebung, 
die BO auf A ausiibt, die Eesultierende der Anziebungen 
aller Linienelemente von BO, oder, da man jedes Linien- 
element von BG durcb das entsprecbende Bogenelement 
von B'G' ersetzen kann, gleicb der Anziebung, welcbe 
der Bogen B'O' auf A ausiibt. 

Eesultat. Die Anziebung, welcbe eine bomogene 
gerade Strecke auf einen auBeren, nicbt in ibxer Ver- 
langerung gelegenen Punkt ausiibt, ist gleicb der 
Anziebung eines mit Masse von derselben Dicbtigkeit 
gleichformig belegten Kreisbogens; letzterer gebort 
dem Kreise an, der den angezogenen Punkt zum 
Mittelpunkt bat und die Strecke oder deren Ver- 
langerung beriibrt, und er wird aus diesem Kreise 
durcb die Verbindungslinien des angezogenen Punktes 
mit den Endpunkten der Strecke ausgescbnitten. 

Damit ist die Berecbnung der Anziebung, welcbe ane 
bomogene Strecke ausiibt, zuriickgefubrt auf die Berecbnung 
der Anziebung, welcbe ein bomogener Exeisbogen auf den 
Mittelpunkt des Kreises ausiibt, und letztere Anziebung 
ist nacb Aufgabe 1 bekannt. 

Aufgabe 3. Anziebung einer bomogenen Kreis- 
fiacbe auf eineix Punkt, der senkrecbt iiber ibrem 
Mittelpunkte liegt. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt 0 in den 
Mittelpunkt des Kreises und nebmen die Ebene des Kreises 
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zTiT « 2 /-Bbene. Der angezogene Punkt liegt dann auf der 
(positiven odsr negativen) sj-Aclisaj saina Koordinaten sind 

a; — 0 , t/ = 0 , 

Die Koordinaten eines anziehenden Punktes sind, 
wenn wir in der triz-Bbene Polarkoordinaten einfnbren, 

I = r COS 93 , ij = f sin?; , C = 0 . 


Nach (2), S. 4, ist daher 

Q = ]/y2 _|_ jj,2 ^ 

und das Blaelieneleinent der anziehenden Blache ist 


do — r dr d<p . 


Nach (IV), S. 9, ist daher, da die Dichtigkeit x kon- 


stant ist, 
X = fmx 


rcoscprdrdq} 

(l/y2 + 2,2)3 > 


Y = fm 


X 


Vsinyrdr dy 


1 


Z = fm 


X 


{—g)rdrdq} 

'(fW+W 


7 


und da die Integrale uber eine KreisMohe zu erstrecken 
Sind, so Sind die Grenzen 0 und 2?! in bezug auf 9 ?, 
0 und 2? in bezug auf r , unter E der Eadius des Kreises 
verstanden. Die Ausfiihrung der Integration naeh 93 ergibt 


X = 0, Y = 0, Z = —fmx-2n‘Z 


rdr 




= — f mx2n 


z . 

z 




Was den hier auftretenden Ausdruck betrifft, 
so ist zu beachten, dafi die Quadratwurzel aus dem Aus- 
druck fiir Q herruhrt, und daB q den absoluten Abstand 
zweier Punkte ausdriickt. Die im Eesultat auftretenden 
Quadratwurzeln bezeichnen daher stets den positiven 
Wurzelwert. Somit ist fiir positive z stets '{^‘=•+ 0 , 
dagegen fur negative z = — z. Dnterscheiden wir 
beide FSlle dadurch, dafi wir der Anziehungskomponentc.^ 
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im ersten Falle den Index +, im zweiten den Index — 
Mnzufngen, so erlialten wir 


-/"mx • 2 sr 


Z ^ — —fm%2n 


1 - 


1 / 22 ^ + : 


fw+i 


= +fmx2n 




Darans folgt, daB fur gleiche absolute Werte von a 
die Komponenten und Z_ gleiche absolute Werte, aber 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, ein Eesultat, das 
man auch ohne jede Rechnung hatte voraussehen kdnnen. 

Die vorstehenden Ausdrucke zeigen ferner, daB, wenn 
der angezogene Punkt A sich dem Mittelpunkte des Kxeises 
ndhert, wenn also a = 0 wird, die 2^-Komponente der An- 
ziehung nicht verschwindet, daB aber Z+ und Z. einem 
verschiedenen Grenzwerte zustreben, und zwar wird 


\imZ+ — —f mx27t , ^mZ. = -\-f mx2jt . 

a=sO 2=0 


Biese diskontinuierliche iLnderung von Z beim Durchgang 
des angezogonen Punktes durch die anziehende Piaohe ist 
ein Spezialfall eines spater zu beweisenden allgemeinen 
Satzes. 

Wir untersuchen noch, welchen Wert die ^nziehungs- 
komponente Z hat, wenn der angezogene Punkt A , statt 
sich allmahlich dem Kreismittelpunkte 0 zu nahern, von 
vornherein fest in 0 liegt. In diesem Palle mussen wir, 
damit A nicht der anziehenden Masse angehort, den 
Punkt 0 durch eine kleine Kurve einschlieBen und die 
innerhalb dieser Kurve gelegene Masse von der anziehenden 
Masse ausschliefien. Dann liegt die anziehende Kraft, 
welche irgend ein Massenelement auf 0 austibt, ganz in 
der a;j!/-Ebene, dasselbe gilt daher auch fiir die resultierende 
Anziehung aller Elemente, d. h. die Z-Komponente der 
Gesamtanziehung verschwindet; und dieses Eesultat bleibt 
bestehen, wenn die den Punlct 0 umgebende AbsohlieBungs- 
kurve immer kleiner und kleiner wird, gleichgiiltig, welche 
Gestalt sie hatte; d. h. es ist in diesem Palle Z = 0. 

Zusatz. DaB die zur la-Achse senkrechten Kompo- 
neuten der Anziehung X und Y verschwinden, kann man, 

Wangerin, Tlieorie des Potentials I. 2 
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statt durch Eeclmung, leicht durcli folgende geonietrisolie 
Betrachtung erkennen,. Sind B xmd B' zwei Punkte 
innerkalb des Kreises, die mit 0 in einer Geraden liegen 
und von 0 gleichen Abstand baben, so ist AJ5 == AB . 

Daher sind die anziebenden KrSfte 
E und K', welcbe zwei bei B , resp. 
B' liegende gleicbe MScbenelemente 
auf A ausiiben, gleicb grofi; und die 
eine ist von A nacb B , die andere 
von A nacb B' gericbtet. Zerlegen 
wir nun sowobl E , als E' in je zwei 
Komponenten, deren eine in AO fallt, 
wabrend die andere zu AO senkreobi 
stebt, so baben, da BAO == B'AO 
ist, die beiden zu AO senkrecbten 
Komponenten gleicbe GroBe und ent- 
gegengesetzte Eicbtung, beben sich 
also auf, wabrend die in AO fallenden Komponenten gleicbe 
Grofie und gleicbe Eicbtung baben, also zu addieren sind. 
Das gilt fiir beliebige Punktepaare B,' B' . Also bleibt 
aucb fiir die Gesamtanziebung der Kreisfiacbe nur eine 
Komponente langs AO iibrig. 

Aufgabe 4. Anziebung einer bomogenen Kugel- 
flacbe. 

a) Vorbereitung. (Formeln uber raumliobe Polar- 
koordinaten.) Wir benutzen zur L6sung der Aufgabe 
ranmbcbe Polarkoordinaten. Bei diesen wird die Lage eines 
Punktes dargestellt durcb seinen (absolut zu recbnenden) 
Abstand r vom Anfangspunkte 0 , durcb den Winkel # , 
den r mit einer durcb 0 gebenden Acbse (wir wablen 
dazu die z-Aobse) bildet, endbcb durcb den Winkel f, 
den die durcb r und die z-Acbse gelegte Ebene mit einer 
festen durcb diese Acbse gebenden Ebene (bier der iPz-Ebene) 
einscblieBt. Zwiscben den recbtwinkligen Koordinaten 
x, y, g und den Polarkoordinaten r, <p desselben 
Punktes besteben die Gleicbungen: 

(1) » = rsin^cosqj, y = rBin#sin99, z = rcos#. 

Denn die z-Koordinate von P, OQ = PL, ist die Pro- 
jektion von OP auf die z-Acbse, also » = rcos^. (Pur 
negative z wird der Winkel ^ ein stumpfer.) Die aj'Koordi- 
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nate von P ist die Projektion OB von OP auf die «-Achse. 
Diese kann man dadurch CTkalten, daU man OP zuerst 
anf die ajy-Bbene projiziert und die Projektion OL auf 
die fls-Achse. Ifun ist 

OL — PQ — r sini? 

und 

OB — OL • cos 95 ; 

denn Winkel BOL ist 
der Feigunpmnkel (p 
der Bbenen zOP und 
zOx', mithin ist 

X = ysin^cos93 , 

und analog ergibt sioh ‘ Fig e. 

die Pormel fiir y. 

ITm alle Punkte des Baumes zu erbalten, muB man 
r von 0 bis 00 , # von 0 bis , 9? von 0 bis 2 iti variieren 
lassen. Ist r konstant, so erbalt man durcb Variation 
von ■& und 9? alle Punkte einer um 0 mit dem Eadius OP 
beschriebenen Kugel. Nennt man 
den Punkt z, in dem die posi- 
tive i?-Achse die Kugel scbneidet, 
den Pol, so ist, da man den Win- 
kel zOP — ‘d' dutch den zuge- 
bdrigen Bogen zP ersetzen kann, 

^ der Polabstand des Punktes P, 
wabrend der von den Bogen zP 
und zx {x ist der Schnittpunkt 
der Kugel mit der aj-Acbse) ein- 
gescblossene Winkel == <p ist. Die 
Bestimmung der Lage eines Kugel- 

punktes P durcb ^ un'id 9? entspricbt der Bestimmung 
eines Punktes der Erdoberfiacbe durcb geograpbiscbe 
Lange (9?) und Breite ji — #) . tJbrigens ist 

(2) PQ=rsin^ 

der Badius des durcb P zur x i/-Bbene gelegten Parallel- 
kreises, und <p ist zugleicb der Zentriwinkel PQPq dieses 
Parallelkreises, wenn der Parallelkreis den grdBten Kugel 
kreis zx in. Pq trifft. 
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Ala Flkchendement der in Eede stelienden Kngel 
neiimen wir die Flache, die begrenzt wird von zwei nn- 
endlicb naben Meridianen P 8 , P' 8' und zwei unendHcb 

naben Parallellxeisen PP' , 88 . 
Der Bogen des Meridians ist: 

gP—r’'&, mitbin P 8==r ’dd'. 

Der Bogen des ParaUdkrdses ist, 
wenn sein Eadins, 

PoP = ri<p, also PP'==ri-dq}, 
und da nach (2) 

r^ = PQ =rsin^, 

so ist 

P P' = r aiad' dtp . 



Da Meridiane und Parallelkreise sicb senkreeht scbneiden, 
so ist das Flaobenelement der Kugel 

do = 8PP'8'=P8‘PP', 

d. b. 

(3) do = r^sia.'&d'd'dtp . 

Fur spatere Anwendungen knupfen wir bieran gleiob den 
Ausdruck fiir das Volumeneleinent. Verbinden wir die 
Punkte P , P' , 8 , 8' dec wax 0 mit dem Eadius r be- 
schriebenen Kugel mit 0 und verlangern diese Eadien, 
bis sie eine konzentrisobe Kugel vom Eadius r -{■ dr resp. 
in den Punkten Pj , PI , 8^ , 8i scbneiden, so bilden diese 
vier Punkte die Ecken eines Flacbenelements der Kugel 
r dr •, und das zwiscben den FlSicben P 8 8'P' und 
Pi8j^8iPi liegende Volumen ist das Volumenelement dv. 
Wir konnen dasselbe, da alle Eadien die Kugel senkrecbt 
scbneiden, als ein Parallelepipedon, anseben, dessen Grund- 
fldcbe P88'P'=do und dessen H6be =dr ist; mitbin 
ist das Volumen: 

(4) dv = r^ dr sin# d# dq) . 
b) L6sung der Aufgabe. 

Wir legen ein Koordinatensystem zugrunde, dessen 
Anfangspunkt 0 im Kugelmittelpunkte liegt, und dessen 
positive «-Acbse durcb den angezogenen Punkt A gebt, 
der seinerseits auBerhalb oder innerhalb der anziebenden 
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Kugelflache liegen kann. Die reclitwinkligen Koordinaten 
des angezogenen Punktes A sind also 

( 5 ) a! = 0, y — 0, 0 >O. 

Die rechtwinkligen Koordinaten eines anziekenden Punktes 
sind nach (1), wenn E den Kugelradius bezeiohnet: 

(6) i — E sin# cos?? , = E sin# sin?? , f == J2 cos# . 

Fernet ist 

(7) g = fa — 4- (j; — y)2 (f _ 21)2 = yiJ2_|_g,2 _ 2 JSg COS# 

und nacb (3) 

(8) do = E^ sin# 5# d(p . 


Aus den Pormeln (IV) S. 9 folgt daher, da x nacb der 
Voranssetzung konstant ist: 


Z = fmx 


fE sin# cos?? E^ sin# d# dtp 

^ E sin# sin?? E^ sin# d# dy 
(yjB® + — 2 JJgcos#)® ’ 

C{E cos# — z) E^ sin# d# d?? 
(yiZ* -\-z^ — 2 Ez cos#)* 


Da die Integration uber die ganze Kugelflache zu er- 
strecken ist, so ist nacb # von 0 bis ti, nacb ?> von 0 
bis 2 jr zu integrieren. Die Integration nacb ?? ISfit sicb, 
da Q von <p unabhangig ist, sofort ausfubren und ergibt: 


(10) X-0, Y = Z = fmx27i 

J 

0 


‘ (JScos# — z)JS*sin#d# 
(yjK2 + «®-2iezoos#)*’ 


Zur Ausfiihrung der Integration nacb # fiihren wir q statt 
# Ills Integrationsvariabele ein, dann wird nacb (7) 
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demaacli 


‘ (Ecos# — _ B — — 

(y£2 + - 2i:«co8^)® " 2»7 ^ 


B 

[ E2 - ] 


B 

B2 


~ 2«2 

L Q J 


222 


Q 

B 

2B^ — 2Bz(X)&‘d‘ 


Ji!2 

B — z cos^ 


2«^]/JS2 + »2-2E«cos# l/J5:2 4-«*-22i!2COS^' 


Setzt man fiir die Grenzen 0 und n ein, so wird 


(11) - -- - ^ : 

\]lB^ + e^ + 2Bz iB^ + z^-2Bz\ 

Betreffs der Wtirzeln ist wieder zu beachten, dafi 
dieselben die positiven Wurzelwerte bezeiclinen. Daher 
ist, da z positiv ist, 

der erste Summand in der Klammer ist also 1. Die 
zweite Wurzel aber bat einen verscbiedenen Wert, je 
nacbdem zyB Oder z<B ist. Ist zunachst z> B, d. h. 
liegt der angezogene Punkt auBerbalb der anziebenden 
Kugelflacbe, so ist der positive Wert von 


y^^ + z^ — 2Bz ^z — B , 

d. b. es ist 


und daber wird 

(12) 


B — z 

y^3 + — 2 JS s 



fmxinB^ 


{o>B). 


Ist dagegen z<B, so ist fB^ + z~ — 2Bz ~ B —z . In 
der Klammer in (11) ist also der Minuendus sowobl, als 
der Subtrabendus == 1 , daber die Differenz == 0 , und 

(13) 2 = 0 {z<B). 

Zur Deutuug des ersten Besultats mussen wir be- 
acbten, daB AnB^ der Placbeninbalt der Kugelflacbe, 
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also die gesamte auf der Kugelfiache ausgebreitete 
Masse ist. Bezeiohnen wir letztere mit /t , so ist nach (12) 

(12a) z = 

Da Z = 0 und Z = 0 ist [Gleichung (10)], so folgt 
aus dem negatiyen Vorzeichen von Z, dafi die ganze 
Kraft die Bichtung der negativen ^-Aclise hat, also von 
A nach dem Kngelmittelpunkte gerichtet ist. Ahgesehen 
von diesem Vorzeichen, ist der Ausdruck (12 a) fiir Z der- 
selbe, wie der, den das Kewtonsche Gesetz fur die An- 
ziehung zweier Massenpunkte 0 und A mit den Massen 
und w und dem Abstande z ergibt. Wir hahen also 
den Satz : - 

Die Anziehung, welche eine homogene Kogelfiache 
auf einen aufieren Massenpunkt A ausiibt, ist nach 
GroBe und Bichtung gleich der Anziehung, welche 
die im Mittelpunkte der Kugel konzentrierte Masse 
auf A ausiiben wiirde. 

Das zweite Besultat, daB furz<B X = 0,T = 0, 
Z — 0 ist, enthalt den Satz: 

Eine homogene KugelflSrChe iibt auf einen im 
Innern gelegenen Massenpunkt gar keine Anziehung 
aus. 

Zusatz. Zur Ableitung der Besultate war eine be- 
sondere Lage des Koordinatensystems zugrunde gelegt. 
Hinterher kann man von dieser abstrahieren und zur Be- 
rechnung der Anziehung, welche die Kugelflache auf einen 
MBeren Punkt ausubt, einfach die Pormeln (la), S. 5, 
anwenden, indem man darin fiir f , 97 , f die Koordinaten 
des Kugelmittelpunktes, fiir die auf der Kugelflache 
ausgebreitete Masse setzt. 

c) Geometrisohe Ableitung des Satzes, daB 
eine homogene Kugelflache auf innere Punkte 
keine Anziehung ausubt. 

;f? Fur das zweite der obigen Besultate wollen wir noch 
^en einfaohen, von Kewton herriihrenden Beweis geben. 
Wir betrachten zu dem Zwecke ein Fiaehendement do 
der Kugel, das wir in der Figur durch den Bogen BC 
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andeuten. Dies Element iibt anf A eine Anzieliung aus, 
die von A nach B gerichtet, und deren GroBe 

„ fmsido 


ist. Wir verbinden nun alle Punkte des Umfangs von do 
mit A und verlangern diese Linien bis zum abermaligen 
Schnitt mit der Kugel, ■wodurcb auf dieser ein aweites 
Flachenelement do' (in der Figur 

F'O') ausgescbnitten wild. Dasselbe 

/ / \ Anziehung 

/ / / \ fmzdo' 


\ V / diese von A nacb B' 

\ A / gcriohtet, K und X' baben also ent- 

gegengesetzte Bicbtungen; konnen 
wir noch zeigen, daiJ beide gleicben 
Fig. 9. absoluten Wert baben, so beben sie 

sicb gegenseitig auf; und gilt das 
fur z-wei beliebige Elements do und do', <Be aus der 
Kugel durcb einen Kegel von sebr kleiner Offnung mit 
dem Scbeitel A und seinen Scbeitelkegel ausgescbnitten 
•werden, so beben siob die von alien Elementen der 
Kugelfiacbe auf A ausgeubten Anziebungen gegenseitig 
auf, die Kugelfiacbe ubt daber auf A gar keine Anziebung 
aus. Es kommt also darauf an, nacbzuweisen, daB 


AB^ AB'^ 


ist. Dazu verlangern wir den Kegel, der A mit dem 
Umfange von do verbindet, bis er eine um A mit dem 
Radius AB bescbriebene Hilfskugel trifft, aus der er das 
Flacbendement dm (in der Figur J5D) ausscbneidet. Ebenso 
betraobten wir das Element dm' (in der Figur B'B'), 
das der Scbeitelkegel jenes Kegels aus einer mit AB' 
um A bescbriebenen Hilfskugel ausscbneidet. Da der 
Kugelradius auf der Kugelfiacbe senkrecbt stebt, so konnen 
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wir do3 als Projektion von do auf die erste Hilfskugel 
betrachten und haben daber 


dco = do • cos(d!o , dco) , 


wo (do , doi) den spitzen Winkel zwischen den FlScben- 
elementen do nnd da bezeiohnet. Dieser Winkel ist der- 
selbe wie der, den die Formalen beider Blemente bilden, 
also (do , dco) = ABO , daher 


dco — do ’ cos(ABO) , 


do = 


dco 

cos (A BO) ' 


Analog folgt 


do' = 


dco' 

co8(AB'0) ■ 


Die Winkel ABO und AB'O Bind aber gleicb, also ist 


(15) 


do _ dco 
do' ~ dco' 


Ferner sind dco und dco' solobe Stiioke zweier kon- 
zentrisohen Kugeln, die von demselben vom Mittelpunkte 
ausgebenden Kegel ausgesohnitten werden, und verhalten 
sicb daber wie die Quadrate der Eadien, d. b. 


(16) 


dco AB‘ 


AB'^ 


dco' 

folglicb wegen (15) auoh 
do 

~d^ IB' 


(17) 


AB‘ 


2 » 


womit (14) bewiesen ist., Damit ist aucb das an die 
Spitze gestellte Eesultat abgeleitet. 

Aufgabe 5. Anziehung einer von zwei kon- 
zentrisoben Kugeln begrenzten homogenen Masse. 

Die L6sung dieser Aufgabe ergibt sicb unmittelbar 
aus der der vorbergebenden. Denken wir uns nambob zu 
den gegebenen Kugeln aUe moglichen konzentrisoben kon- 
struiert und nennen die von zwei unendlich naben kon- 
zentrisoben Kugeln begrenzte Scbale eine Blementairscbale, 
so konnen wir jede Elementarsobale als eine gleichformig 
mit Masse belegte Kugelflacbe anseben. Liegt nun der 
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angezogene Punkt im inneren hohlen Eaume, ist also sein 
Abstand vom Mittelpunkte kleiner als der Eadius der 
inneren Grenzflacbe der Masse, so ubt keine der Elemen- 
tarsckalen einl Anziehung auf den Pnnkt aus, mitbin 
auck nicht die ganze Scbale. 

Liegt ferner der angezogene Punkt im Aufienraume, 
ist also sein Abstand vom Mittelpunkte grdfier als der 
Eadius der aufieren Grenzflaehe, so kdnnen wir die An- 
ziebung jeder einzelnen Elementarsebale ersetzen durcb 
die Anziebung des gemeinsamen Mittelpunktes, darin die 
Masse der betreffenden Elementarsebale konzentriert ge- 
daebt. Mitbin konnen wir aucb die Anziebung der ganzen 
Sobale ersetzen durcb die Anziebung des Mittelpunktes, 
darin die ganze Masse der Scbale vereinigt gedaebt. 

Diese Argumentation bleibt aucb fur den Pall giiltig, 
dafi fur die versebiedenen Elementarschalen die Dicbtig- 
keit h niebt mebr denselben Wert bat, falls nur in jeder 
einzelnen Elementarsebale Te konstant ist, d. b.: 

Die fur eine anziebende KugelflScbe, S. 23, ge- 
fundenen Eesultate gelten aucb fur eine Ton zwei 
konzentriseben Kugeln begrenzte raumlicbe Masse, 
falls die Dicbtigkeit entweder konstant Oder eine be- 
liebige Funktion des Abstandes r vom Kugelmittel- 
punkte ist. 

Analytiscb bStte sich das Eesultat in ahnlicber Art 
ergeben wie das der Aufgabe 4. Man bStte zu dem 
Zweeke nur dieselbe Lage des Koordinatensystems wie in 
jener Aufgabe wShlen, dann in den Ausdriicken fiir Z,J,Z 
das konstante B durcb den veranderlicben Abstand r 
eines Massenelements vom Mittelpunkte ersetzen und an 
Stelle des Placbenelements do [Gleicbung (8), S. 21] das 
Volumenelement dv [Gleicbung (4), S. 20] nebmen miissen. 
An Stelle der Doppelintegrale warden zugleicb dreifacbe 
treten, in denen die Grenzen fur ■& und (p dieselben wSiren 
wie oben S. 21, w&brend nacb r von Rq bis R^ zu inte- 
grieren ware, unter Rq und Bi die Eadien der die Masse 
begrenzenden Kugeln verstanden. 
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Kapitel 3. 

Einitihrang des Fotentialbegriffs. Mveaufl^chen und 
Kraftlinien. 


a) Das Potential. 

Lagrange hat zuerst die Bemerkung gemacht, daB 
die duxch die Pormeln (la) und (II), S. 6 u. 6, bestimraten 
Anziehungskomponenten sich als die partiellen Diiferen- 
tialquotienten einer und derselben Punktion naoh den 
Koordinaten des angezogenen Punktes darstellen lassen, 
und Laplace hat dies Besultat auf die Pormeln (III), 
(IV), (V), d. h. auf die Anziehung heliehiger Massen aus- 
gedehnt. 

Wir betrachten zuerst die Anziehung zweier Massen- 
punkte aufeinander. Die Anziehungskomponenten sind in 
diesem Palle duroh die Pormeln (la), S. 5, dargestellt. 
Aus der Gleiohung (2), S. 4, folgt nun: 


■ 8x 

Q 

8x 


und ebenso 


\ — (f-a’), 

/ 

Sx 

1 8q 

i-x 

8x 


1 

e v-y 

5- 

Q 


f — a? 




Sy 


r,3 ’ 


de 


Die Ausdrucke (la) nehmen daher, wenn man die kon- 
stanten Paktoren unter das Differentiationszeiohen setzt, 
die Perm an: 


(lb) X. 


8 //’m/A 

Y = — 

(fmn\ 

z^U 

dx\ Q I’ 

dy 

\ q r 

8z \ 


Pur die Anziehung beliebig vieler diskreter Massen 
punkte ist naoh (II) 

n ri 0 — 


(Ilb) X 




Qh 




f^h- 


hxi 
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und die Ausdracke fur Y und Z ergeben sicb daraus 
durch Vertauscbung von I* und a? mit i-jj, und y , resp. mit 
Ct und e. Da durch diese Vertausoliung der Ausdruck 


n 



nicht geandert wird, so existiert auch bier eine Funktion, 
deren partielle Ableitungen nach co, y , e die Anziehungs- 
komponenten darstellen. 

Pur den Pall einer irgend einen Baum kontinuierlich 
erfullenden Masse haben wir nacb (III), S. 8: 


In dem reobts stebenden Integral sind rj , 'Q die Inte- 
grationsveranderbcben, y , z aber variable Parameter. 
B’lm wird ein bestimmtes Integral nacb einem Parameter 
differentiiert, indem man die zu integrierende Punktion 
differentiiert, vorausgesetzt, daB der Parameter nicbt in 
den Integrationsgrenzen auftritt. Dieser Satz kann bier 
angewandt werden, da die Integrationsgrenzen nur von 
der anziebenden Masse, nicbt aber von der Lage des an- 
gezogenen Punktes abbangen. So erbalten wir, da aucb 
Tt nur von I, rj , nicbt aber von x, y, z abbangt: 

(mb) 

und Y , resp. Z ergeben sicb ebenso als die partiellen Ab- 
leitungen des in der Klammer stebenden Ausdrucks nacb 
y, resp. z. 

Analoges gilt endlicb aucb fur anziebende Plaoben 
und Linien. 

In alien Fallen existiert also eine Punktion V von 
der Bescbaffenbeit, daB 


(A) 


BY dV 

Bx ’ By ' 
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ist*), tind zwar ist fur anziehende diskrete Massen- 
punkte 


(Bx) 



fiir anziehende raumliche Massen 

fiir anziehende Flachen 

(B,) 

fur anziehende Linien endlich 

(BJ v = fmf—. 

J Q 

Fiir die hier auftretende Funktion hat Gaufl (1839) 
den ISTamen Potential eingefiihrt, Green hatte dafiir 
(1828) die Bezeichnung „Potentialfnnktion‘‘ vor- 
geschlagen. Da die Greensche Abhandlnng, wenn auch 
friiher verfaBt als die GanBsche, erst viel spater allgemein 
bekannt geworden ist, so hat sich der Fame Potential 
eingebiirgert. 

In ahnlicher Weise wie die den Koordinatenachsen 
parallelen Kraftkomponenten X , Y , Z hangen auch 
die nach beliebigen Richtungen genommenen Kraftkord- 


*) In manohon Abhandlungen und Lehrbnchera findet man 
statt der Formeln (A) die anderen: 


(AO 




Z = 


dz ' 


wiihrend dock V durch die Gleichungen (Bi)— (BJ bestimmt wird. 
Der Grund fiir diese Abweichung ist entweder der, dak man 
statt der anziehenden KrUffce abstokende betraohtet. Fiir 
diese gelten die Gleichungen (A'), wenn man in (Bj)— (BJ f als 
positiv annimmt. Oder aber man mufi, wenn man die Glei- 
chungen (AO auf anziehende Krafte anwendet, das Vorzeiohen 
der Kraftkomponenten abweichend von der in der Mechanik ge- 
briluohlichen Definition festsetzen (vgl. die Anmerkung S. 4). Bei 
der S. 4 fiber das Yorzeichen der Kraftkomponenten getrofifenen 
Festsetzung sind fiir anziehende Krfifte nur die Gleichungen (A) 
richtig, nioht die Gleichungen (A'). 
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ponenten von F ab, d. h. ist 7 das Potential irgend- 
welcber anziebenden Massen, K die von diesen Massen 
anf einen Massenpnnkt A ansgeiibte Kraft, K, die nach 
der Eiobtnng s genommene Zomponente dieser Kraft, 
so ist: 

(A") - 17 • 


Die Eiclitigkeit der Gleichung (A'') ergibt sich am ein- 
fachstea darch. folgende tJberlegung. In den Yorber- 
gebenden Erdrterungen war die Lage des Koordinaten- 
systems ganz beliebig. Legt man dasselbe so, da6 die 
Ricbtnng Yon ds in die a?-Acbse fallt, so ist Kg = X und 

zngleich = 4^ ; die Einsetzung dieser Ausdriicke in 

08 OCO 

die erste Gleicbnng (A) gibt sofort (A"). 

Wir geben noch eine andere Ableitnng von (A")- Da 
7 direkt nnr von co, y, a abbangt, von s nnr insofern, 
als 0 !, 2 /, » selbst sich mit s andern, so ist 

BV ev dx dVdy 8V ds 

8s Sx ds By ds dz ds ’ 


dx dy dz 


Kun ist, da Z , r , K die den Aobsen parallelen Kompo- 
nenten der anziebenden Kraft K sind, 

X = Kcos{K,x), r = Kcos(K, 2 /), Z = Kcos{K,z), 


wo {K, x) den Winkel bezeiehnet, den K mit der posi- 
tiven a!-Aohse bildet usw. Ferner ist dx die zur Ande- 
mng ds von ' s gebdrige Anderung von « , d. h. dx ist die 
Projektion von ds anf die «-Aobse, daber mit analoger 
Bezeiobnung der Winkel 

— = cos(<*s, ») , -^ = cos(fl!s, y), = cos(ds, ») , 


weiter 


BV 

Bs 


= K {cos(K , x) oo&{ds , x) + cos(K , y) coB{d8 , y) 

+«*(!, »)ooa(i.,«)> 
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und Kcos{K, ds) ist die der Eichtung Ton ds parallele 
Kraftkomponente K,. 

b) NiTeauflSchen und Kraftlinien. Das Poten- 
tial V ist eine Punktion der Koordinaten des angezogenen 
Punktes, die im allgemeinen beim tJbergang von einem 
Punkte P zu einem anderen Pj ibren Wert andert. Dock 
wild es gewisse Punkte geben, in denen V denselben 
Wert wie in P hat. Ist dieser Wert Vq , so stellt die 
Gleichung 

( 1 ) y = Vo 

fwie jede Gleichung von d^ Form f{x,y,z) = konst.] 
eine Fiache dar, die diejenigen Teile des Kaumes, in denen 
F < ist, von denen trennt, -fur die 7 > Fq ist. Bine 
solehe Piache heifit eine Kiveaufiaohe Oder Aqui- 
potentialflache. Sie hat die Bigenschaft, daB 

die Eichtung der Kraft uberall auf der Mveau- 
fiache senkrecht steht. 

Denn ist P ein Punkt der Niveauflache, ds ein vOn P 
ausgehendes Bogenelement der Fiache, so ist einerseits 



da 7 beim Fortgang auf der Fiache seinen Wert nioht 
andert. Andererseits ist 

57 

= K cos(K , ds ) , 

und da K fur Punkte auBerhalb der anziehenden Masse 
im allgemeinen nich^ verseh-winden kann, so muB 

cos(K , ds) = 0 

sein, d. h. die anziehende Kraft steht im Punkte P senk- 
recht auf alien von P ausgehenden Bogenelementen der 
Niveaufiache, hat also die Eichtung der Normale N 
jener Fiache. 

57 

5jy 

stellt daher die gauze Kraft dar. 

Erteilt man in der Gleichimg (1) der Konstante Fq 
andere und andere Werte, so erhait man ein System von 
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Mveaufiadien, fiir die Vq ein Tariabler Parameter ist. 
Diese bilden, als nar voa einem Parameter abbangig, eine 
einlacb anendlicbe Scbar. Zwei Fiachen der Schar konnen 
sich, da sie zu versohiedenen Werten von Vq geboren, 
Die scbneiden. Diejenigen Karven, welcbe aUe Fiacben 
der Scbar seakrecbt scbneidea, baben die Eigeascbalt, daB 
jede Tangente an eine dieser Karven die Eicbtang der 
Normale der darcb den Berabrangspankt gebenden IsTiveau- 
fiacbe and damit die Eicbtang der aaf den Berabrangs- 
pankt aasgeiibten Kraft bat. Jene Karven beiBen daber 
Kraftlinien. Wir kdnnen ans eine Kraftbnie folgender- 
maBen entstebend denken: Wir geben von einem Pankte P 
einer Mveanfiacbe in der Eicbtang der Flacbennormale 
bis zam Scbnitte Q dieser Flacbennormale mit einer zweiten 
Mveanfiacbe, von Q langs der Flacbennormale der zweiten 
Mveanfiacbe za einer dritten Mveanfiacbe, die von der 
zweiten Kormale in R getroffen werden moge asf. Lassen 
wir dann die einzelnen Mveaafiacben einander anendlicb 
nabe racken, so gebt die gebrocbene Linie PQB... im 
Grenzfalle in die gesacbte Karve fiber. 

c) Binfacbe Beispiele far Kiveaafiacben and 
I^Hraftlinien. 

1. Far einen einzelnen anziebenden Massenpunkt ist 
nacb (Bi) S. 29 

V = 

e 

Die Mveaafiacben q ~ konst, sind daber konzentriscbe 
Kageln, die den anziebenden Pankt zam gemeinsamen 
Mittelpankte baben; die Kraftlinien sind die Kagelradien. 

Dasselbe Eesaltat gilt far eine anziebende bomogene 
Kagel, da man nacb Aafgabe 5, Kap. 2, deren Anziebang 
darcb die des Mittelpanktes ersetzen kann. 

Aacb far die Anziebang zweier Oder mebrerer diskreter 
Massenpankte erbalt man die Gleichang der Mveanfiachen 
anmittelbar aas der Formel (Bj). 

2. Die Mveaafiacben einer anziebenden bomogenen 
geraden Strecke ergeben sicb obne Eechnang darcb folgende 
tJberlegang. Nacb Aafgabe 2, Kap. 2, kann man die An- 
ziebang, welche die Strecke B 0 aaf den Pankt A aasabt, 
ersetzen darcb die Anziebang des bomogenen Bogens B'O' 
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(s. Fig. 4, S. 14), lefcztere, nacli Aufgabe 1, Kap. 2, wieder- 
um durch die Anziebung, die eine gewisse, in der Mitte 
des Bogens konzentrierte Masse auf A ansiibt. Die von 
B C anf A ausgeiibte Kraft ist daber nacb der Mitte des 
Bogens B'G' gericbtet und balbiert den WinkelB'AO', 
der mit dem Winkel BAG identiscb ist. Fiir jede Lage 
des Panktes A bat also die wirkende Kraft die Ricbtting 
der Halbierungslinie des Winkels BAG. Andererseits hal- 
biert die Normale derjenigen durcb A gebenden BUipse, 
welcbe B und G zu Brennpunkten bat, den Winkel BA (7. 
Jede in irgend einer durch BG gelegten Ebene begende 
Ellipse, die B und G zu Brennpunkten hat, stebt also senk- 
recbt auf der Kraft, die von BG auf einen Punkt der 
Ellipse ausgeiibt wird. Durch Rotation dieser Blbpsen um 
BG als Achse entsteben verlangerte konfokale Rotations- 
ellipsoide, und da die Kormale einer Rotationsflsiche zu- 
sammenfdllt mit der Kormale ibrer Meridiankurve, so 
steben aucb alle genannten Rotationsellipsoide auf der 
wirkenden Kraft senkrecbt und sind somit die gesucbten 
Niveauflaehen. 

Die Kraftbnien sind in diesem Palle ferner solche 
Kurven, welcbe in einem bebebigen Punkte P die Halbie- 
rungsbnie des Winkels BAG zur Tangente haben. Diese 
Eigensebaft baben aUe Hyperbeln mit den Brennpunkten 
P, O', und daU diese Hyperbeln die vorber betraobteten 
Elbpsen mit denselben Brennpunkten und somit aucb die 
Niveauflaehen senkrecbt schneiden, ist ein bekannter Satz 
aus der Lebre von den Kegelscbnitten. 

Resultat. Die Niveauflaehen einer anziebenden 
homogenen geraden Strecke B G sind konfokale ver- 
langerte Rotationsellipsoide, die die Bndpunkte der 
Strecke zu Brennpunkten haben; und die Kraftbnien 
sind Hyperbeln mit denselben Brennpunkten, die in 
den durch BG gelegten Ebenen begen. 

d) Allgemeine Bestimmung der Kraftlinien. Ist 
das Potential V der anziebenden Masse bekannt, so kennt 
man aucb die Richtungskosinus der Normalen einer be- 
bebigen Niveaufiacbe. Diese Richtungskosinus sind pro- 
dV BV 6V 

portional . Ist andererseits As ein Bogen- 

Wangei’in, Theori© dos Potentials I. 


3 
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element einer KiaftlLnie, dx, dy , dz die Projektionen 

desselben anf die Koordinatenaohsen, so sind ^ ^ 

ds ds’ ds 

die Bichtxmgskosimis der Tangente der Kraftlinie, und 
da diese Tangente fiir alle Kurvenpnnkte anf der Nivean- 
flache des betraokteten Punktes senkrecht stebt, so sind 
die einen Bichtungskosinus mit den anderen identisoh, 
d. b. es ist 

^ dx ' ~ dy ' — dg ds ‘ ds ' ds ’ 

und zwar sind in alien drei Gbedern bnks dieselben Zeicben 
zu nebmen. Die vorstebende Proportion kann man so 
scbreiben: 


dx 

dy 

dz 

6V 

87 

87 

8x 

dy 

8g 


Wir baben damit, da V eine bekannte Punktion von x, y, z 
ist, zwei simnltane partielle Differentialgleicbungen. Aus 
ihrer Integration ergeben sicb zwei endUche Gleicbungen 
zwiscben x,y, g mit zwei willkurlicben Konstanten. Durcb 
zwei solcbe Gleicbungen wird, wenn man den Konstanten 
bestimmte Werte erteilt, eine Baumkurve bestimmt. 

Beispiel. Die Kraftlinien fiir die Anziebung 
zweier Massenpunkte von gleicber Masse. Die beiden 
Massenpunkte B^ mbgen die gleicbe Masse /x baben, 
ibr Abstand sei 21. Wir legen ein Koordinatensystem 
zugrunde, dessen Anfangspunkt 0 die Matte der Verbindungs- 
bnie B 1 B 2 ist, wahrend die positive a-Acbse von 0 nacb B^ 
gericbtet ist. Die Koordinaten von sind dann + 1, 0,0, 
die von B^ — Z, 0, 0. Irgend ein Punkt A des Baumes, 
mit den Koordinaten x,y,z, babe von den Abstand , 
von Bg den Abstand , so ist: 


( 3 ) 

WO' 

(3a) 


ef = (« - Z)2 + + Z® = (» - Z)2 + 92* , 

§2 — (® + Z)^ + 2^® + = (® + + ’I® , 

92 == y^* 4 - 
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der Abstand des Punktes A von der ic-Aclise ist. Nach. 
(Bi), S. 29, ist: 

r = fmjul— + —i, 

yQi 62) 


daher 

dy 


ev 

dx 


— /»/*{! +4}, 


X Z X Z 


ei 


+ ■ 


Qi 


)• 


sv 

dz 




}• 


Fach (2) werden daher die Ditferentialgleichungeii der 
Kraftlinien : 


( 4 ) 




> 


d. h. es ist: 
(4a) 


dy d^ 
~f~ z ’ 


woraus dutch Integratioa 

log« = logy + logOi 


folgt, falls logOj die Integrationskonstante bezeichuet, 
Oder 

(5) z = 0,y. 

Das ist die.Gleichung eiuer dutch die a?-Achse gdegteu 
Bbene. AUe Krafthnien liegen also in einer dmch 
gehenden Ebene, ein Besultat, das man auch ohne Rech- 
nung hatte voraussehen kdnnen, da die Besultierende der 
von Bi und Bj auf A ausgeiibten Anziehungen in der 
Ebene ABiB^ liegt. 

Weiter folgt aus (4 a): 

— gdz _ ydy + zdz _ r) dri _ ^ 
y y® a® y® + «* ly * 

Dadurch geht die erste Gleiohung (4) in folgende iiber: 


dx dv 



3 * 
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rjdss-jx-tjdi^ rjdx — {!B + t)d‘i^ ^ ^ 

\ / ^3 ‘ /\3 

ei Qi 

Multipliziert maa (6) mit rj und beachtet, daU naeb (3) 
rjdt] = Pidpi — {x — l)dx = p 2 dp 2 — {x + t}dx , 
so erbalt man: 

[f + (x-lY]dx-(x~'[}Q^dQi [ri^ + {x + T)^dx-{x + l)Q^dQ^ ^ 


QldX-{x-l)Q^dQx , Qldx-ix + l)e3 dQ2 ^ ^ ^ 

Qi Si 

Hebt man den ersten Brucb durch pj , den zweiten durch pa , 
so Sind beideBriicUe vollstandigeDifferentiale, und es folgt: 

( 8 ) + 


01 02 

(5) und (9) zusammen sind die Gleiobungen der Kraftliiiien. 


Kapitel 4, 

Allgemeiue Eigensebaften des Potentials beliebiger Massen 
fiir auBere Punkte, 

Wir behalten die bisher stets gemacbte Toraussetzung, 
dafi der angezogene Punkt ein auBerer ist, d. h. nicht der 
anziebenden Masse angebort, bei und wollen zugleicb der 
Einfacbbeit wegen die konstanten.Faktoren f m in den 
Ausdrucken fur das Potential [Gleicbung (Bj) — (BJ, S. 29] 
fortlassen, was daraul binauskommt, daB wir die Masse 
des angezogenen Punktes gleicb der Masseneinheit an- 
nebmen und das MaB der Kraft so wahlen, daB /= 1 wird. 

Das Potential irgendwelcber Massen in bezug auf auBere 
Punkte hat folgende Eigenschaften. 
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a) Das Potential und seine Differentialquo- 
tienten sind ubeiall endliche und kontinuierliche 
Punktionen der Koordinaten des angezogenen 
Punktes. 

Da der angezogene Punkt ein aufierer, ist g fiir kein 

Massenelement == 0 , also — nie unendlioh , Jc ist seiner 

& 

Natur nach eine iiberall endliche Funktion, und ebenso 
sind in (Bg) — (BJ die Integrationsbereiche endlidh., da die 
anziehende Masse stets einen bestimmten endlichen Eaum 
einnimmt. Eine uberall endliche Funktion, innerhalb end- 
licher Grenzen integriert, gibt stets einen endlichen Wert. 
Die gleichen Schliisse gelten fiir die Anziehungskomponenten 
und ebenso fiir die hdheren Differentialquotienten des Po- 
tentials. Da6 dasselbe Eesultat auch fur das Potential 
diskreter Massenpunkte (Bj) gilt, wo eine Summation an 
Stelle der Integration tritt, liegt auf der Hand. 

Die Kontinuitat des Potentials folgt daraus, daB die 
zu integrierende Funktion eine kontinuierliche Funktion 
der Koordinaten des angezogenen Punktes ist. In der 


Tat, andert der angezogene Punkt A seine Lage unendlich 
wenig, wahrend die anziehende Masse ihre Lage nicht 
andert, so erfUhrt der Abstand g des Punktes A von 
einem beliebigen Massenelement die unendlich kleine Ande- 


rung dg, - 
Anderung: 


die Anderung 


— 

g® 


das Potential V also die 



Ist nun i5po absolut groBte Wert aller 6g, so ist: 

. frC\'k\dv 


dV < 




falls, wie ublich, mit | | der absolute Wert bezeichnet 
wird. Nun ist das reohts stehende Integral endlich, 
(5^,1 unendlich klein, daher ist auch das Produkt beider 
und damit | dV \ unendlich klein; d. h. aber V andert sich 
kontinuierlich, falls der angezogene Punkt seine Lage andert. 

Diese Argumentation gilt ohne weiteres auch fur die 
Integrale (Bg), (BJ, ebenso auch fur die endliche Summe(B); 
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ferner IMt sie sieh ohne weiteres in alien Fallen auf die 
Anzielinngskomponenten some anf die hoheren Differential- 
qnotienten des Potentials nbertragen. 

b) Verbalten des Potentials und seiner Ab- 
leitungen im TJnendlichen. 

Wir fassen zunSobst den Fall ins Auge, der bei An- 
ziebungen allein in Frage kommt, daB die Dichtigkeit It 
positiT ist. Fur einen zwar -weit entfernten, aber noch 
im Endlieben gdegenen Punkt A seien der kleinste, 
62 der grdfite Abstand von der Masse, so ist 



81 > 

daber 

82 8 81 

und 



82 8 61 

weiter 





da die zu integrierende Funktion positir ist und die 
Grenzen in alien drei Integralen dieselben sind. UTun 
Sind und gg Ton der Integrationsvariablen unabbangig, 
daber kann die letzte Ungleicbung gescbrieben werden 


— lffkdv<fff-dv<—fff]cdv, 
Q^JJJ JJJ Q QiJjj 


d. b. 


(1) 

^<v<^ 

82 81 

wo 


(2) 

M = jJjTcdv 


die gesamte anziebende Masse bezeicbuet. Buckt der an- 
gezogene Punkt ins Unendlicbe, so wird 0i==§2=oo, 

— = — == 0 , daber 

( 3 ) 


UmF = 0 . 



Kap. 4. Eigeiischaften des Potentials ffir kufiere Punkte. 39 


Multiplizieren wir (1) mit r , wo r die Entferniing des an- 
gezogenen Punktes ■von einem beliebigen, fest mit der 
Masse verbnndenen Punkte 0 (z, B. vom Anfangspunkte) 
darstellt, so erbalten wir 


(4) 


rJf ^ rM 
<rV < 

& Pi 


Eiickt der angezogene Punkt ins Unendliche, so wird 
mit Qi und & auch r unendlich, aber 


(5) 

als 

( 6 ) 


lim— = 1 und lim— = 1 *), 

r=<x) $2 r=oo 


lim(rF) = M . 

r=oo 


Ein analoges Eesultat gilt fur die Anziebungs- 
komponenten. Es ist 


■ dv . 


= ist ein ecbter Bruch, und daher gilt fur den abso- 

Q dV 

luten Wert von - 5 — die Eelation; 
ox 


(7) 



*) Der strenge Naohweis fttr die GHeicliungen (5) lafit sioh so 
fahren. Ist 0 der Anfangspunkt, hat femer der Punkt, dessen 
Abstand von A = ist, die Koordinaten , so ist 

»•> = as® + H- , 

e? = (» — + (y — %)“ + (« — StY , 

= r** - 2(f , x + >i^y + ^,ii) + ^l + vl + ^, 

daher 




if--’- 

\r r 


r r T 


■) -(!)■+ ft)’- (^r- 


RQcki der angezogene Punkt ins TJnendliche, so wird, da 

endlicli bleiben, ^ = 0, ^ = 0, -^ = 0, wahrend 

als Bichtungskosinus der Linie OA, absolut genommen, kleiner 

fp \2 

als 1 sind; daher linil^j = 1 . 
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Wendet man anf das Integral 


( 8 ) 



dv 


dieselben Betraolitungen an wie oben auf V, so ergibt 
siob, da6, wenn r = unendlich wird, 

(9) limj = 0 , limr^ J = M , 

r=oo r—oo 


mithin 

( 10 ) 


lim 


da) 


= 0 , 


limy 2 

r=oo 


dso 


<M 


■wird Tind weiter erst recbt 


(10a) 


limaj2 

r=oo 


ev 

dee 


< M . 


lim 


dV 


dx 


und lima!^ 


dV 


dx 


haben also endlicbe Werte. 


Aucb fiii die hoheren Differentialquotienten Ton V 
lassen sich analogs Betraebtungen anstellen. 

Der Beweis bedarf einer ErgSnzung fur den FaU, 
daB die Dichtigbeit h teils positiv, toils negativ ist. Auf 
diese Annabme, die eine Erweiterung der fruberen De- 
finition der Dicbtigkeit entbalt, wird man gefubrt, wenn 
die wirkenden Massen aus ungleiobartigen Teilen besteben, 
die teils anziebend, teils abstoBend wirken. Die X-Kom- 
ponente der Wirkung ist in diesem Palle 

^ , fmfi S — (e 

-i = T 5 


und zwar gilt, falls m und ju, absolut genommen werden, 
das + Zeicben fiir den Fail, daB m von /i angezogen, das 
— Zeicben fiir den Fall, daB m von ^ abgestoBen wird. 
Zieben wir das Zeicben + zu ytt und setzen fest, daB die 
Masse jedes Massenteilcbens positiv Oder negativ zu 
reebnen ist, je naebdem es anziebend Oder abstoBend 
wirkt, so miissen wir, da das Volumenelement stets 
absolut zu reebnen ist, aucb die Diobtigbeit mit dem ent- 
spreebenden Vorzeichen verseben. 

Um zu zeigen, daB unsere Formeln (3), (6), (10) aucb 
fiir den Fall gelten, daB die Dichtigbeit teils positiv, teils 
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negativ ist, teilen wir das die wirkende Masse enthaltende 
Voliimen v in zwei Teile ■»! , > s® Massen- 

teile mit positiver, V 2 die mit negativer Diektigkeit ent- 
halt. Die Gesamtmasse von sei , die Dicktigkeit 
eines Massenelementes +^1 > die Gesanatmasse von 
sei —Ms, die Dicktigkeit eines Massenelementes — ^2 1 
so wird 



Vi »a 


ist. Auf Vi und konnen wir das obige Eesultat an- 
wenden, da und positiv sind, also 

lim(r7i) = , lim(rF2) — , 

r=<x> T=oo 

und weiter 

lim(rF) =-Mi -Ms = M , 

fssOO 


falls M die Gesamtmasse ist. 

Fiir die Anziekungskomponenten ergikt sick durck 
eine analoge Zerlegung, wie okne wteres ersioktiick ist, 
das Eesultat, daB fur r = 00 

SV dV 

(10b) lim = 0 , limr* und kma;^ _ 


aber endlich sind. 

Bei der Ableitung von (3), (6), (10), (10 a) ist das 
Potential raumlicheniMassen zugrunde gele^ [(B^), S. 29]. 
Die ganze Argumentation laBt sick okne jede Anderung 
anok auf (Bj), (B^) und (Bj), d. h. auf das Potential von 
Fiaohen, Linien und diskreten Punkten ubertragen. 

0 ) Die Laplacescke Differentialgleickung. 

Aus 

02 = (I - «)2 + (»? - y)2 + (C - S')* 
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folgt, wie w bereits wissen, 

,1 


e- 

Q 

dx 


Durch weiteres Differentiieren folgt daraus 


62- 


J — iB 




5«2 


dx 

A 


= “Ta + 


1 , 


Bilden wir ebenso 


8y 


und 


Q_ 


und addieren, so folgt 



621. 

62I 

6^- 


Q 

1 - ^ - 

\- ^ 

(11) < 

dx^ 

dy^ 

^ 6«2 


3 , 3[(|-i»)2+(>?-y)2+(C-g 


Li® 

e® 


+ ^ = 0 


Da die Gleichung (11) fur jedes in (Bj) S. 29 auftretende 
gilt, so folgt fiir das Potential diskreter Massenpunkte 
sofort 


(12) 


W ^ dW 
8x^ dy^ 6^2 


Da6 diesdbe Gleichung auch fur beliebige anziehende 
Massen gilt, ergibt sich so: Aus (Bg) S. 29, 

folgt, 6.SI, X, y, e weder in den Grenzen, noch in Tc ent- 
halten sind, 

1 


=0 ; 
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denn -vveua die zu integriereade Funktion =0 ist, so gilt 
dasselbe von dem bestimmten Integral. Das gleiche gilt 
bei Zugrundelegung von (Bj) und (BJ. 

Die Gleicbnng (12) beiBt die Laplacescbe Differential- 
gleichnng, die linke Seite derselben wird als Laplacescber 
Differentialansdruck bezeichnet. Pur denselben ist die 


Abkiirziing 

(13) 


dso^ dy^ 



gebrauohlioh , so dafi man die Laplacesche Differential- 
gleichung anck so schreiben kann: 

(12a) AT = 0. 

Beimtfbergang von einem reolitwinkligen Koordinaten- 
system x , y , z zo. einem anderen y% z' gebt (12) 


fiber in; 
(12b) 


ew , sw , _ 0 

dx'^ 8y'^ ’ 


me daraus folgt, dafi bei Ableitung der Gleickung (12) 
keinerlei Voraossetzung fiber die Lage des Koordinaten- 
systems gemaobt ist. Diese Gleickung g^lt daker ffe jedes 
recktwinklige Koordinatensystem. tJbrigens lafit sick der 
Beweis ffir die Identitfit der linken Seiten von (12) und (12 b) 
auck durck Benutzung der bekannten Pormeln ffir die 
Transformation der Koordinaten ffikren. Der Laplacescke 
Differentialansdruck ist also eine Invariants bei jener 
Transformation. 

d) Anwendung auf das Potential einer von 
zwei konzentriscken Kugeln begrenzten Sckale. 

Wenngleich sick das aUgemeine Integral derLaplace- 
scken Differentialgleickung niekt in endlicker Form dar- 
stellen ISfit, genfigt in gemssen Spezialf alien diese Glei- 
ckung, verbimden mit den in a) und b) gefundenen all- 
gemeinen Bigensckaften, zur Bestimmung des Potentials. 
Einen solcken Fall bildet die Ermittelung des Potentials 
einer von zwei konzentriscken Kugeln begrenzten 
Masse, ■wenn die Dicktigkeit eine Funktion des 
Abstandes vom Mittelpunkte ist. 

Wir beweisen zunfichst folgenden Satz. Das gesuckte 
Potential kat ffir zw« Punkte A und A% die gleicken 
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Abstand von dem gemeinsamen Mittelpunkte der die 
Massen begxenzenden Kngeln baben, denselben Wert. Es sei 




Tcdv 

Q 


das Potential der Masse fiir den Punkt A , 




rdv' 

e' 


das Potential fur den Punkt A ' ; die Sumnien (reap. Inte- 
grationen) sind beide Male fiber die ganze gegebene Masse 

auszudebnen. Hun existiert zu je- 
dem Summanden von V ein gleicher 
Summand von V'. 1st namlicb B 
ein beliebiger Punkt der Masse, 
BA = Q, so trage man in A' an 
OA' den Winkel OAB m = OA'B' 
(in irgend einer durcb OA' gclegten 
Ebene) und macbe A'B'=AB. 
Dann ist aucb OB = OB', daber 
Fig. 10 . ist die Diobtigkeit in B und B' 

die gleicbe, also fiir gleiche Volu- 
menelemente Tcdv = h' dv', ferner q = AB=‘A'B'—q', also 



Tcdv _ Tc'dv' 

e ~ e' 


Es sind also die einzelnen Summanden von V und V' gleicb, 
daber auob die Summen. 

Aus diesem Satze foigt, dal3 der Wert des Potentials F 
in unserem Ealle ledigbcb von der Entfernung des an- 
gezogenen Punktes vom Eugelmittelpunkte abbangt. Be- 
zeicbnen wir diese mit r, so ist F nur insofern eine 
Punktion von x, y , z, als r von diesen GrbBen abbangt. 

Da 

_j_ J.2 ^ 


dr dr X 

dx ^ ' dx r ' 


so ist 
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daher 


8(0 dr 8x dr r ^ 
527 dW (xY . dV\l »2 


8x^ dr^ \r 


dr Lr 


BW 527 

und analog ~B^' wird: 

Av = — ^ [1 _ + + 

dr 2 r 2 dr r r® . 

dW 2 d 7 
dr® r dr 

Die Laplacesche Gleioliung AV — 0 geht also in unserem 
Palle in folgende fiber: 

( 14 ) ~j~T H 3 — ~ ^ • 

dr® r dr 

Zur Integration derselben setzen wir so wird: 

^ + 17=0, 

dr r 

Oder wenn man mit r® multipliziert, 

^(r!Zi)=n 

dr ’ 

worairs weiter folgt: 

e 


7 = — + c, , 
r 


wo c und Cl willktirliche Konstante sind. Zu ibrer Be- 
stimmung ziehen wir die allgemeinen Eigensobaften des 
Potentials beran. Liegt der angezogene Punkt zunfichst 
im dufieren Baume, so kann r = 00 werden, und fur r = 00 
inuB 7 verscbwinden, also muB Ci = 0 sein, ferner ist c== Jf, da 

lim(r 7 ) = M 

fssoo 
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ist. Fiir einen Punkt im auBeren Baume liaben wir also: 



eine Gleichung, die anssagt, daB das Potential unserer 
Masse denselben Wert hat, als ware die Masse M im 
Mittelpuutte konzentriert, in tJbereinstimmung mit dem, 
was in Kap. 2, Anfgabe 5, tiber die Anziehnng einer solchen 
Masse gefunden ist. 

Liegt aber der angezogene Pnnkt im inneren Hohl- 
raum, so kann r nicht tinendlich werden, wohl aber == 0. 
pfir r = 0 gibt der Ansdrnok (15) F = <x) , Wir wissen aber, 
daB fiir alle Punkte anBerhalb der Masse V endlich sein 
muB, also mnB hier o = 0 sein. V hat also fiir Pnnkte 
des inneren Hohlranmes den konstanten Wert Die 
Differentialquotienten von V verschwinden daher, d. h. auf 
einen Punkt des inneren hohlen Eaumes wird keine An- 
ziehung ausgeubt, ein bereits bekanntes Eesultat. 

Um den konstanten Wert des Potentials in nnserem 
Palle zu ermitteln, geniigt es, V fiir irgend einen Punkt 
des inneren Hohlranmes zu berechnen. Wir wahlen dazu 
den Mittelpunkt der konzentrischen Kngeln. Piir ihn ist: 


daher 


CO = y z = 0 ^ 


+ + 

1c dv 


i¥T ri^ + 


Flihren wir raumlidie Polarkoordinaten ein: 

I = 1*1 sini^i cosqsi , 1/ == ^1 sin'll singsi , — »’i cosi^i 

und drucken dv in rSiumlichen Polarkoordinaten aus [Glei- 
clinng (4), S, 20], so wird: 

■ Tc rf dfi sind'i d'&i dcpx 


■IIP 


und es ist naok von 0 bis jr, nacb q>x von 0 bis 2 ?j; 
zu integrieren, nacb rj von Bq bis B^ , wenn Bq und Bi 
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die Badien der die Masse begrenzenden Kugeln sind. Da Tc 
abbangt, nicbt aber von und (p^, so folgt: 

Jtx 

V = injjcridri = Cj . 

FaU, daJJ Jc konstant ist, ergibt sich: 

V = = . 

den Fall des konstanten Ji: ist ferner: 

= 4-jrfc(Ff- Eg) , 

Potential eines Siufieren Punktes: 

inMBl-Bl) 

3 r ' 

Kapitel 5. 

Das Potential and die Anziehungskomponenten rdumlicher 
Massen ftir Pnnkte, die der Masse angehoren. 

a) Erianterung an dem Pall einer homogenen 
Kugel. 

Wir lassen jetzt die bisher stets gemachte Voraus- 
setzung, daB der angezogene Pnnkt von der anziehenden 
Masse ranmlich getrennt sei, fallen und nntersuchen, ob 
und wieweit die bisherigen Eesultate noch gultig sind, 
wenn der angezogene Pnnkt mit einem Punkte der an- 
ziehenden Masse zusammenfallt. Fiix anziehende diskrete 
Punkte Terheren allerdings alle Formeln ihren Sinn, wenn 
der angezogene Pnnkt in einen anziehenden Massenpunkt 
faUt. Deim in dem Ausdruck (Bi), S. 29, fur V wird dann 
einer der Nenner = 0 , wahrend der Zahler von 0 ver- 
schieden ist, also wird 7 = oo . Dasselbe gilt auch von 
den Anziehungskomponenten, fur die ja die Formel gilt; 

X = h — 00 

Der Faktor driickt den Kosinus eines Winkels aus, 

Sh 

sein absoluter Wert ist kleiner als 1 und bleibt < 1 , auch 


nur von 
(17) 

Fiir den 
(17a) 
Fur 

also das 
(16 a) 
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wenn sich der angezogene Punkt einem anziehenden Punkte 
beliebig nSibert, dagegea wird q\ dabei inmier kleiner, 
\X\ immer groBer und scblieBlicb unendlicb groB. 

Anders verhalt sick die Sacbe bei einer in einem 
Baume oder auf einer Flache kontinuierlicb ausgebreiteten 
Masse, da bier das Potential nicbt durcb eine endliche 
Snmine, sondern dnreb ein bestimmtes Integral ausgedriickt 
•wird; denn ein bestimmtes Integral kann nnter Umstan- 
den aucb dann nocb einen endlicben Wert baben, wenn 
die zu integrierende Punktion innerbalb des Integrations- 
intervalles oder an den Grenzen unendlicb "wird. Beim 
Potential und den Anziebunpkomponenten kontinuier- 
licber Massen ist daber die MSglicbkeit, daB sie aucb fur 
Punkte der Masse endlicb bleiben, nicbt von vornberein 
ausgescblossen. Ihr Verbalten in diesem Falle^ bedarf 
aber einer eingebenden Untersucbung, bei der die Falle 
der drei-, zwei- oder eindimensionalen Massen getrennt zu 

bebandeln sind. . _ . -d 

Der allgemeinen Untersucbung scbicken wir die Er- 
drterung eines speziellen FaJles voraus. Wir fragen: welcbe 
Werte nehmen das Potential und die Anziehungskomponenten 

einer bomogenen Kugel an, wenn 
der angezogene Punkt der anzieben- 
den Masse angehort? Zur Beant- 
■wortung der^Frage verfabren wir 
folgendermaBen. Ist B der Eadius 
der Kugel und bat der angezogene 
Punkt A vom Kugelmittelpunkte 
den Abstand r<B, so konstruieren 
wir zwei zu der Kugel B konzen- 
triscbe Kugeln mit den Eadien 
r + e und r — e' , wo e und _ 
kleine GrdBen sind, und abstra- 
bieren zunacbst von dem zwiscben diesen Hilfekugeln lie- 
genden Teil der anziehenden Masse. Nacb AusscbluB dieses 
Teiles besteht die anziebende Masse aus zwei Teilen, 1. einer 
von den konzentriscben Kugeln B und »• + « begrenzten 
bomogenen Kugelschale, 2. einer bomogenen VoUfcugel vom 
Eadius r — s' , beide von gleicher Dicbtigkeit Tc. Die Po- 
tentials dieser beiden Teile, Fj und , sind, da A weder 
der Masse des einen, nocb des anderen Teils angebort, viel- 
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mehr fiir beide ein auBerer Punkt ist, nach den Formeln 
(17 a) und (16 a), S. 47: 


(1) 


7i =2jrfc[222-(r + s)3] , 
^ _ 4 jr ft (r — e')® 

~ "3 r ’ 


und das Gesamtpotential beider Teile in bezug auf A ist: 

(2) F = F, + F, . 

Lassen wir jetzt e und e' immer mehr der ETull, also die 
den Punkt A ansscbliefienden Hilfskugelflachen immer mehr 
diesem Punkte sich nahern, so erhalten wir schlieBlieh das 
Potential der Vollkngel fur den inneren Punkt A , Be- 
zeichnen wir dieses mit so ist also; 


(3) 



= lim y = 2 JT — r^) + 4- ^ ^ 

f = 0, f'=0 


=- 2 5rft(jB2- J r®) . 


Das Potential hat also in diesem Falle auch fib? Punkte 
der Masse einen endlichen Wert, und zwar ist derselbe 
fur r = 0 , d. h. im Kugelmittelpunkte, ein Maximum. 

Wir woUen die analogen XJntersuchungen noch fur 
die Anziehungskomponenten anstellen. Sind und 
die X-Komponenten der Anziehung der vorher (vor dem 
Grenziibergange) mit (1) und (2) bezeichneten Teile, so ist 
zunachst: 

(4) = 


da eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte homo- 
gene Sohale auf einen Punkt des inneren Hohlraumes keine 
Anziehung ausiibt. Da man ferner die Anziehung einer 
homogenen Vollkugel auf einen auBeren Punkt dadurch 
ersetzen kann, daB man die ganze Masse M im Mittel- 
punkte konzentriort, so ist: 


(5) 




Mx 


Oder da: 

ist, 

(5 a) 


M = ^nTcir - ey 

4 7rft(r — e')®a! 
2 ““s' ^ 


Wangerin, Theorie des Potentials 1. 
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Fiir den Grenzfall £ = 0 , a' = 0 folgfc daraus: 

(6) X, = lim(Zi + Zs) = — Ir fc « , 

und analog; 

(0 a) "" ^ 7t Ic y y ^ 7tlc a ■ 

Die Anziehungskomponenten bekalten daher fiir Punkte 
der Masse ebenfalls endlicke Werte. Beackten wir noch, 
dafi in (3): 

r2 = ajS 2,2 ^ 


It aber konstant ist, so seben wir, daB: 


(7) 





Aueh fiir Punkte der Masse sind die Anziehungskomponenten 
die partiellen Ableitungen des Potentials naob den Ko- 
ordinaten des angezogenen Punktes. 

Wir wollen nock die Pormeln (3), (6) mit denen ver- 
gleioken, die wir friiker fur Punkte auBerkalb der an- 
ziehenden Masse gefunden katten. Ist Ya das Potential, 
Za die Z-Komponente der Anziekung fiir einen auBeren 
Punkt, so ist nack (16 a), S. 47 : 

„ 4 ^ 4 TilBH 

(8) - 3 y » Bx~ 3 ’ 


Va und Za andern sick also nack ganz anderen Gesetzen 
als F» und Z* . Lassen wir aber den angezogenen Punkt 
einerseits von innen, andererseits von auBen sick der die 
Masse begrenzenden Kugelfiache B nabern, sucken wir 
also die Grenzw'erte, die unsere Ausdriioke fiir r ~ B an- 
nehtnen, so sehen wir 

' limFa = limF = i7*Ji5-RS 

(9) J 

limZa = limZ« = — | nlcx . 

. r~R r^R 


Das Potential sowohl, als die Anziehungskomponenten sind 
also sowokl auBerkalb der anziekenden Masse, als inner- 
kalb derselben endlicke, kontinuierlicke Punktionen der 
Koordinaten des angezogenen Punktes. Diese Punktionen 
sind fiir aufiere und innere Punkte ganz versckiedene, an 
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der Grenzflaclie der Masse aber schlieJJen sicb die AuBen- 
werte den Innenwerten kontimiierlich an. 

Untersnoben wir noch das Verbalten der zweiten 
Differentialquotienten. Facb (6) und (7) ist 


also 

(10) 


dx 


= —\ji'kx, 


dx^ 


. 7 . 7 


= —i-nlc . 


Andererseits folgt ans (8): 


( 11 ) 


6W„ _ 4 flj2' 

8x^ 3 t"® . ' 


Fur den Grenzfall r — B ist daher im allgemeinen 
8W 8W 

(12) lim-7^:sUm-7^ . 

' ' r=R 8x^ r=R 8x^ 


Die zweiten Differentialquotienten des Potentials sind 
also zwar ina ganzen AuBen- und im ganzen Innenraum 
kontinuierlich, Saidern sicb aber beim Ubergang von dem 
einen zum andern diskontinuierlicb. 

Perner folgt aus (10): 


(13) AV,^-^ + ~^,- + -j^ = -4:n1c, 


wabrend, wie wir wissen, 

(13 a) ^F« = 0 

ist. Piir Punkte der Masse gilt also die Laplace sobe 
DifferentiaJgleicbung niobt mebr, an ibre Stelle tritt die 
Gleicbung (13), ein Eesultat, das zuerst von Poisson ge- 
funden ist, wesbalb (13) aucb als Poissonscbe Gleicbung 
bezeicbnet wird. 

Zusatz. Aus den Gleiobungen (6) und (6a) laBt sicb 
der folgende Satz ableiten. 

Der Baum zwiscben zwei exzentriscben Kugeln mit 
den Eadien B und Bi , von denen die kleinere (Ei) ganz 
innerbalb der groBeren (E) begt, sei bomogen mit Masse 
gefiillt. Wir sucben die Anziebung dieser Sohale auf einen 
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Punkt P des inneren. hoWen Eaumes. Zu dem Zwecke 
denken "wir uns auok diesen hoklen. Eaum (d. li. das Innere 
der Kugel Pi) mit Masse voa derselben Dichtigkeit ge- 
fullt, die die Sckale besitzt. Dann sind die Anziehungs- 
komponenten X, T, Z der Scbale die Differenzen der 
entspreoheaden Anziebungskomponenten der Vollkugeln P 
und Pi, also naeb (6) und (6a): 

X= —^nhix—OB'j , Y — y') , 

Z = — a') . 

Darin sind x, y , z die Koordinaten von P fur ein recbt- 
winkliges System, dessen Anfangspunkt der Mttelpunkt Jlf 
der Kugel P ist, wabrend y', z' die Koordinaten von 
P in einem System mit parallelen Acbsen sind, dessen 
Anfangspunkt der Mittelpunkt der Kugel Pi ist. Legen 
wir die Koordinatensysteme so, da6 die Acbsen x und x' 
in die Zentrale MMi fallen und die positiven Acbsen 
von M naoh bin gericbtet sind, wabrend die Acbsen y 
und y' parallel sind, ebenso z und z', so ist 

• x'=x — c, y'=y, z' = z, 

wo 0 die Lange der Zentrale 3fMi bezeichnet, SonSit 
wird 

X inhe, r = 0, Z = 0. 

Das sind die Komponenten einer Kraft von der konstanten 
GrOJJe l-Tulcc, die die Eicbtung der negativen as-Acbse bat. 
Wir baben damit den 

Satz: Die Anziebung, welcbe eine von zwei ex- 
zentrischen Kugeln begrenzte bomogene Scbale auf 
einen Punkt des inneren bohlen Eaumes ausdbt, bat 
konstante GrbBe und Eicbtung. 

b) Allgemeiner Kacbweis der Endlicbkeit des 
Potentials und der Anziebungskomponenten fur 
Punkte der Masse. 

Urn den angezogenen Punkt A , der zunScbst irgend- 
wo innerbalb der anziehenden Masse liege, bescbreibe man 
eine Kugelfiaohe mit dcm kleinen Radius <5 , betraohte die 
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Anziehung, welche der auBerhalb dieser kleinen Kugel 
liegende Ted der Masse axif A 
ausiibt, und tmtersuolie dann, was 
aus den Ausdriicken fur das Poten- 
tial und die Anziebungskomponen- 
ten wird, wenn <5 sicb beliebig dem 
Werte Hull nahert. Fubrt man 
statt der recbtwinkligen Koordi- 
naten raumlicbe Polarkoordinaten 
ein, mit A als Anfangspunkt nnd 
einer durcb A zur a;-Aobse ge- 
zogenen Parallelen als Polaracbse, Fig. la. 

so Sind die recbtwinkligen Ko- 

ordinaten eines beliebigen Punktes der anziebenden Masse: 

( i = 0) + Q cos^ , f] =y Q sini^ cos® , 

(14) ( 

( C — z + Q sinw sin^i , 

falls X, y , z die recbtwinkligen Koordinaten von A sind, 
Q der Abstand des Punktes I , f von A . Das Volumen- 
element der anziebenden Masse ist dann 



(14 a) dv — q"^ dg sint? d'd’d<p 

und somit 

(15) V~ _jjjTeQ^dQsin‘d‘d'&d(p 


und da die Integration uber das von der Masse einge- 
nommene Volumen, mit AusscbluB des Inneren der Ku- 
gel S , zu erstrecken ist, so sind, falls zuerst nacb q inte- 
griert wird, die Grenzen q = d und q = Qi, unter 
Abstand eines beliebigen Punktes der Grenzflacbe des 
Korpers von A verstanden. Die Grenzen fiir •& und tp 
sind, da nacb der Voraussetzung A ganz von der Korper- 
masse umscblossen wird, 0 und ji , resp. 0 und 2 iz . Das 
innere Integral ist 

(16 a) fTcgde; 

g 

unter dem Integral stebt daber, da Tt eine iiberall end- 
licbe Punktion der Koordinaten ist, eine Funktion, die 
aucb fiir g = 0 endlicb ist, d. b. aucb beim tJbergang zu 
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d = 0 behalt das Integral (15 a) und dalier der Ausdruck (15) 
fiir V einen endliohen Wert. 

JPur den Fall, dafi der Punkt A niclit im Innern der 
anziehenden Masse liegt, sondern auf der Grenzflaclie, ist 
die Torstehende Argumentation dahin zu modifizieren, dafi 
man die aj-Achse mit der inneren Fiaroliennormale des 
Punktes A zusammenfaUen lafit und die Integration nach 
von 0 bis statt von 0 bis tt, erstreckt. V bleibt 
aucb in diesem Falle endlieb. 

Duicb die Substitution (14) und (14 a) erbSJt man 
ferner fur die A-Komponente der Anziebung: 




"k Q dg siry't dd' dqi 


Das Integral nacb q ist bier 


(16 a) hdg, 

i 

und dies bleibt fur 8 = 0 ebenfalls endlieb, mithin aucb 
X und ebenso Y und Z . 

Zusatz. Tim die Umgebung des Punktes A zunachst 
vom Integrationsgebiet auszuseblieJBen, ist bier eine urn A 
besebriebene Kugelflacbe gewablt. Man batte an deren 
Stelle eine beliebige andere gescblossene PlSebe nebmen 
kbnnen; dann wiirde <3 die (mit der Biebtung verander- 
licbe) Verbindungslinie des Punktes A mit einem Punkte 
jener Plicbe bezeichnen. Beim Grenziibergang wd aucb 
bier d = 0 , das Eesultat bleibt dasselbe, ist also unab- 
ih&,Tigig von der besonderen Natur der AbscblieUungs- 
flacbe. 

c) Aucb fur Punkte der Masse gelten die Glei- 
obungen (A), S. 28. 

Dorob unsere Transformation baben die Ausdrueke 
fur Z und V Pormen angenommen, die nicht mebr den 
Zusammenbang zvdseben V und X erkennen lassen. Der 
Grand dafiir liegt darin, dafi dem angezogenen Punkte 
dadurch, dafi er zum Anfangspunkte der Polarkoordinaten 
gemacht ist, eine feste Lage gegeben ist; beim Differen- 
tiieren nacb cn, y , m aber ist der Punkt als veranderlich 
anzuseben. Urn zu zeigen, dafi aucb nocb fur Punkte 
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der Masse die Gleichungett (A), S. 28 gelten, kana man 
folgcudermafien verfahren: 

Man berechne den Wert des Potentials V nicht fiir 
den Pnnkt A , den Anfangspnnkt der Polarkoordinaten, 
sondern fnr einen veranderlichen Punkt , 2/1 > «i) > 

der aber innerhalb der um A mit dem Eadius <5 be- 
schriebenen Kugel liegt. Handelt es sich um die TJnter- 
sucbung der X-Komponente, so braucbt man nur die 
j?-Koordinate von (Aj) als veranderlicb anzunebmen, kann 
also Vi — y und — z setzen. Dann gilt fur V (A^) , 
d. h. das Potential im Punkte A^ , die Gleiobung 




ist. Piilirt man wieder raumlicbe Polarkoordinaten mittels 
der Gleicbungen (14), (14 a) ein, so wird 

q' =• sin^d' + {q cosi 9 + a? — , 

dalier 


wobei die Grenzen Xur q , & , <p dieselben sind wie oben. 
Differentiiert man (15 b) nach x^, so folgt: 


V{A,) 


(" IcQ^dQ Bin O’ d'd'dq} 
’^Q^sin^O + (qoosO + x — x^y 


SViA ) 

Bx^ 


"h dQ sini9' dOd<p{Q gob O -\-x — x^ 
( |/p2 sin®!^ + {q cosi? + X — x^yY 


und nimmt jetzt die Veranderliche x^ don Wert x an, so 
gebt 7(Ai) in 7(A) == 7 uber, und 

/^ 7(A) \ 

\ dXi /ri=a. 


BV 

Stoll t den Wert dar, den im A annimmt. Anderer- 
’ Bx 

seits gebt fiir x = Xi die reobte Seite von (15 c) in den 
Ausdruok (16) fiir X fiber, mitbin ist aucb ffir Punkte der 


Masse 
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d) Kontinuitat des Potentials und seiner ersten 
Ableitungen fur Punkte der Masse. 

Zur Vorbereitung betracbten wir die uber das Volumen 
einer beliebigen Kugel erstreokten Integrale: 



in denen q den Abstand des Volumenelements dv von 
einem festen Punkte A innerkalb der Kugel bedeutet. Den 
Wert von konnen wir sofort angeben, da das Po- 
tential einer homogenen Kugel, deren Dicbtigkeit Jc — 1 
ist, fur einen Punkt der Masse darstellt. Nach Gleichung (3), 
S. 49, ist also: 

(17a) = 2 - I r^) , 


falls M der Kugelradius ist, r der Abstand des Puuktes A 
vom^Kugelmittelpunkte. 

Urn Jg zu ermitteln, machen wir A zum Anfangs- 
punkte eines Systems von Polarkoordinaten, so wird, da g 



Vlg. 13. 


den Abstand eines Volumenelemen- 
tes von A bezeichnet: 

dv == Q^dg sini? dd' d<p 

und 

(17b) = jjjdgmx'&d'd'dfp . 

Die Grenzen der Integration nacb g 
sind g = Q und Q = gi, falls den 
Abstand des Punktes A von einem 
Punkte JBi der Kugeloberflache^ be- 
zeichnet. Ist M der Mittelpunkt 
der Kugel, istiferner MA — r^, 


und wird die Linie AM zur Achse .der Polarkoordi- 


naten genommen, so sind in dem Dreieck MAB^ die drei 
Seiten ifA=roi AB^ — g^ und B^M — B, und der 
Winkel B^AM ist =«?■, daher: 


J22 = 4- rj — 2 eifo cos^l , 

woraus : 

(18) gj = ro cos# -f ]/jB® — sin®# 


folgt. 4 (Die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung 
fur Pi wird negativ, und pi ist stets positiv.) Pixhrt man 
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in (17 b) die Integration nach q aus, so erhSlt man also, 
da nach von 0 bis jt, nach 92 von 0 bis 2 jt zu in- 
tegrieren ist; 

' n 2 jr 

Js =f sin^ d'd‘j^d<p(rQ cos^ + j/jB^ — rl sin®#) 

(170) „ J 

= 2nj |/jB® — To sin®# sin# ^# . 

0 

Hierin ist: 

yj 2 ® — rl sin®# < R , 

daher, da sin# innerhalb der Integrationsgrenzen positiv ist: 

Jt 

(17d) #2 < 2 jrjBjsin#d# , d. h. J^-CAnR. 

0 

hTach diesen Vorbereitungen betrachten wir zwei sehr 
nahe Punkte A , A' der Masse und konstruieren eine Kugel 
mit dem Mittelpunkte M und dem sehr kleinen Eadius 6 
derart, daB A und A' beide innerhalb der Kugel liegen. 
Durch die Kugelflache d wird die anziehende Masse in zwei 
Teile zerlegt, den Teil I aufierhalb, den Teil II innerhalb 
der Kugel d . Dementsprechend zerfallt das Gesamtpoten- 
tial V der Masse fiir die Punkte A und A' in zwei Teile: 

V = Vi+Vn. 

In bezug auf den Teil I sind A und A' SuBere Punkte, 
Vi andert sich daher kontinuierlich beim tJbergang von A 
nach A' . Ferner ist: 



wobei die Integration iiber das Innere der Kugel d zu er- 
strecken ist. Setzen wir hierin statt des veranderlichen Tt 
den grSBten absoluten Wert K , den Ti innerhalb der Kugel 
annehmen kann, so wird: 

iVnKKjll^, d.h. (F„)<K25t(a®-iM2®), 

[nach (17 a)], also sicher: 

\Vu\ <2«K-a®. 
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1st nun der Abstand der Punkte A und A' unendlieli klein, 
so kaun man d unendlick Idein von derselben Ordnung 
nehmen, Vn wild also fur A und fur A' unendlieb Idein von 
der Ordnung <5^ , also wird auch die Anderung von Vh beim 
tJbergang von A nacb A' unendlieb klein von boebstens 
derselben Ordnung; mitbin ist die Gesamtanderung von V 
bei diesem tJbergang unendbeb klein, d. b. V andert sicb 
kontinuierbeb. 

Fur die Z-Komponente baben wir entspreobend: 


Z = Zj + Zjj , 

und zwar ist: 

wobei die Integration Tiber das Innere der Kugel S zu er- 

t — X 

strecken ist. ist als Kosinus des Winkels, den q 

Q 

mit der a!-Acbse bildet, absolut genommen, kleiner fils 1 . 
Setzen wir dafur 1 und zugleicb an Stelle von Te wieder 
seiuen absolut groBten Wert, so wird: 

\Xn\<Elll^<i^Ed 

[nacb (17d)]. Zj; wird also fiir A und fiir A' mit d uueud- 
licb klein von gleicber Ordnung; dasselbe gilt von der 
Anderung von Xjj beim tJbergange von A nacb A', und 
Zj andert sicb bei diesem t^bergange unendbeb wenig, da 
A und A' in bezug auf den Teil I aufiere Punkte sind. 
Mitbin andert sicb aucb Z fur Punkte der Masse konti- 
nuierbeb. 

Die vorstebende Argumentation, die voraussetzte, daB 
A und A' innerbalb der anziebenden Masse lagen, laBt 
sicb leiebt auf den Fail ubertragen, daB die Punkte A 
und A' der Oberflacbe der Masse unendlieb nabe begen, 
und zwar A innerbalb, A' auBerbalb. Konstruieren wir 
aucb bier eine die Punkte A und A' umsebliefiende Kugel 
vom Radius d , so tritt gegen vorber nur der Untersebied 
ein, daB der mit 11 bezeiebnete Teil der Masse niebt das 
ganze Innere der Kugel <5 einnimmt, sondern nur einen 
Teil des Kugelvolumens. Die vorber mit Jj und Jg be- 
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zeichaeten Integrate sind daher nicht uber eine Tolle Kugel 
zu erstrecken, sondern nur fiber eineu Teil derselben; die 
absoluten Integralwerte werden dadurch nocb kleiner als 
Torber, and die Eelationen: 

\Vii\<2nK6^, \Xii\<inKd 

gelten erst recht. Es bleiben also alle daraas gezogenen 
Soblfisse besteben. Wir baben somit den 

Satz: Das Potential und seine ersten Ableitungen, 
die Anziebungskomponenten, andern sicb so-vrobl ffir 
Punkte der Masse, als beim tJbergange von diesen 
zn auBeren Punkten kontinnierlich. 


Kapitel 6. 

Die zweiten Ableitungen des Potentials ftir Punkte der 

Masse. 


a) Die Metbode des Kap. 5 versagt bier. 

Wird, wie in Kap. 5, um den angezogenen Punkt A 
{x, y, m) eine Kugel vom Eadius d bescbrieben, der inner- 
balb dieser Kugel liegende Teil der Masse zunSchst aus- 
gesoblossen, dann der Wert von V nicht fur den Punkt A , 
sondern ffir den Punkt mit den Koordinaten y , z 
berechnet, so wird P(Ai) durch die Pormel (15b), S. 55, 
seine Ableitung nach x^ durcb (15 c) bestimmt. Differen- 
tiiert man (15 c) nochmals nach aji, so folgt: 




+ 


3(g cos'^ + « — Xi)^ 


sin^i? + (g cos^ + a? — ,»! 


(yg2 sin^ d + (g cosd' + x — X]_)^)‘ 


Setzt man hierin Xi = x, so wird: 


I dx'i 


Sg^cos^i^ 


==jj(— 1 + 3 coa^^)sin‘&di9'dq}J'^dQ . 


Die Grenzen des inneren Integrals sind g = 3 und g == gi, 


und um den Wert von -Tr-r im Punkte A zu erbalten, 

c/x^ 
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muB man den Grenzwert des Integrals fiir ^ = 0 suchen. 
Kun ist: 

Aq 


]imf- 

s=oj e 


logarithmisch unendlich. Wegen des Faktors (—1 + 3 cos-i?) , 
der, da ^ von 0 bis n variiert, ’teils positiv, teils negativ 

d‘W(A ) 

ist , stellt also der Ansdruck von — ajj = aj , 

(5 = 0 eine Summe von Gliedern dar, die unendlich groB, 
aber teils positiv, teils negativ sind, d. h. unsere Trans- 

6W 

formation fiihrt auf einen unbestimmten Ansdruck fur 


dV 


6x^ 


Die TJmformung, die fur 7 und zum Ziele fiihrte, ver- 


sagt hier also. Zur Untersuchung der zweiten Ableitungen 
von 7, deren Verhalten wir in dem speziellen Falle einer 
homogenen Kugel friiher kennen gelernt haben, muB daher 
ein anderer Weg eingeschlagen werden. 
b) Die GauBschen Hilfssatze*). 

Der Untersuchung der zweiten Ableitungen des Po- 
tentials fiir innere Punkte schicken wir zwei Hilfssatze 
voraus, die auch spater vielfach anzuwenden sein werden. 


I. Sind f und (p zwei Funktionen von | , C , 
die innerhalb eines endlichen Baumes T iiberall end- 
Kch, stetig und einwertig sind und bestimmte endlicho 
erste Ableitungen besitzen, so ist: 


(I) jjjf ^dv=‘fjf<pcos{N, i)do—jjj^<pdv , 


wobei die dreifachen Integrale fiber das Volumen von T, 
das Doppelintegral fiber die Oberflacbe von T zu erstrecken 
sind; {N, ist dabei der Winkel, den die positive Bichtung 


Obwohl GauJS die hier zu beweisenden Satze nicht all- 
gemein ausgesprochen, sondern nur spezielle Falle derselben ab- 
geleitet hat, ist die Benennung der Satze naoh Gauh doch gerecht- 
fertigt, da von ihm dieMethodeder Ableitungherriihrt; vgLGauh' 
Abhandlung iiber die Anziehung der Ellipsoide, Oommentationes 
Soo. reg. scient. Gottingensis, VoL II, 1813. 
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der f-Achse mit der aufiereu NormaJe des Integrations- 
raumes bildet. 

Beweis. Ersetzen wir in dem linksstebenden Integral 
dv duroh d^drjdl^ und nebmen die Integration nacb f als 
innere, so beifit das: es soli zundcbst iiber die Volumen- 
elemente integriert werden, die langs einer Parallele zur 
l-Acbse liegen. Die Grenzen von | bestimmen sicb durcb 
die Werte, die f an den Stellen annimmt, in denen jene 
ParaUele in T eintritt und austritt. Die in Eede stebende 
Parallele kann die Oberfldche von T in zwei, vier, sechs Oder 
mebr Punkten scbneiden; die Zabl der Scbnittpunkte ist, 
da der Eaum T ein endlicher ist, stets gerade. STehmen wir 



z. B. an, der Eaum T babe eine scbalenfdrmige Gestalt, 
sei also von zwei Piacben begrenzt, von denen die 

erstere die zweite ganz umsobbeBt, und F^ babe auBer- 
dem eine Einbiegung, so wird eine Parallele zur Acbse f 
die Oberfiacbe von T in zwei Oder vier Oder secbs Punkten 
treffen. Pur den Pall von sechs Scbnittpunkten haben wir 
drei Bintrittspunkte Bj und drei Austrittspunkte 

B^, B4 , Bg, Bezeichnen wir die f-Koordinaten dieser 
Punkte durcb die entsprechenden Indizes, so ist nacb | 
zu integrieren von bis j ferner von bis , end- 
licb von ^5 bis . Somit ist: 

i ii 





^6 
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und ffir Parallele, die nur viermal treffen, fallt das letzte 
Integral reolits, fur Parallele, die mir zweimal treffen, fallen 
die beiden letzten Integrale fort. Die Grenzen fur rj und f 
ergeben sicb ans der Projektion der auBeren Grenzflache Pj 
anf die j/C-Ebene. Integriert man recbts nacb f teilweise, 
so folgt: 


( 2 ) 


f^dv = I fdfjdC {-{f9)h + (fvk- (f9h 


+ if9)h-if9k + (ffk} 


- dvd^ 


j^.pU+j^v3(+j: 

. h ^6 


di 


cpd^ 


Darin ist (fcpk <1®'^ Wert, den fcp fur annimmt usw. 
Pemer kSnnen wir, analog vie in (1): 


(2a) / drjd^ 


"ef 

di 




df 


Ig 

df 




Si 


'K 


<pdv 


setzen, vo die Integration recbts Tiber den Baum T zu 
erstrecken ist. Was ferner die Doppelintegrale auf der 
recbten Seite von (2) betrifft, so konnen vir diese durcb 
ein Tiber die gesamte Oberfldcbe zu erstreckendes Integral 
ersetzen. Betracbten wir nambcb ein Placbenelement dr] d^ 
der }jf-Ebene und erricbten Tiber demselben als Grund- 
fiacbe ein recbtvinkliges Parallelepipedon, so scbneidet 
dasselbe an den SteUen B^, ... aus der Grenzflache 
von T je ein Placbenelement aus, do^ in By, dog in Bj, . . . , 
und das betracbtete Element drjdC ist sovobl die Pro- 
jektion von doy, als von dOg usv. auf die i/f-Ebene. 
Zviscben einer Piacbe do Tind ihrer Projektion drj df be- 
stebt aber die Delation 


dt] d^ — do- cos(do , f) , 

wo (do, r]^) den spitzen Winkel zwiscben do und der 
jyf-Ebene bezeicbnet, und dieser ist gleicb dem spitzen 
Winkel zwiscben der f-Aebse und der Bormale von do. 
Um diesen Winkel unzweideutig zu bezeicbnen, nennen 
wir {N, f) denjenigen Winkel, welchen die positive Bich- 



Kap. 6. Zweite Ableitungen des Potentials fiir Massenpunkte. 63 

tung der f-Aohse mit der (in bezug anf den Integrations- 
ranm) naob auBen geriobteten NormaJe bildet, und geben, 
je nachdem es siob nm die Stelle . handelt, 

der Normale N den Index 1 , 2 , 3 , ... Dann ist nn- 
mittelbar ersicbtliob, daB bei jedem Eintritt in den Inte- 
grationsranm die Parallele zur positiven f-Acbse mit der 
auBeren Hormale einen stumpfen, bei jedem Anstritt einen 
spitzen Winkel bildet. Es ist also der spitze Winkel 
zwischen der N’ormale und der l-Acbse 1. an den 
Stellen , B^, B^, ... resp, 

n — (JVg , I) , . . . , 2. dagegen an den Stellen B^, B^, ... 
(Ag , f) , (1^4 , I) , ... Somit haben wir: 

dfjdC = doi • cos[5i — (JVi , I)] Oder dtj df = —do^ oo3(J'i , |) , 

= do2 • cos(Ji^2 , f) = +do2 cos(A’2 , 1) , 

= dOg • cos[j!: — (JVg , I)] = — doj cos(A'3 , |) , 


Wenn wir nun in dem Doppelintegral auf der rechtecr 
Seite von (2) dijdf an der Stelle durch — dOiCOs(A’i, i), 
an der Stelle fg durcb +do 2 Cos(i^ 2 > ••• ersetzen, so 
erhalten wir: 


( 3 ) 


Ijdfj dC {-if<p)h + {f'P)h — (f<Ph H } 

=//<+ {f9)hd0r cos(Ai, I) + (f<phdo, cos(A 2 , I) 

+ (/'9p)f,d03 008(^3, I) + ..•>. 


Da links iiber die Flacbe der r; t-Ebene zu integrieren 
ist, die sich durcb die Projektion der auBeren Grenzflache 
von T auf die ?jf-Ebene OTgibt, und da man, wenn man 
zu jedem Element drjd^ des Integrationsgebietes die zu- 
gebdrigen do^, do^, do^, ••• nimmt, aUe Elemente der 
Gesamtoberflacbe von T erbalt, so kann man das Integral 
auf der recbten Seite von (3) kurz so scbreiben: 


(3a) jlf^Gos{N, S)do , 

wobei die Integration uber die gesamte OberflSicbe des 
Integrationsraumes zu erstrecken ist. Mittels der Glei- 
chungen (2 a), (3), (3 a) gebt die Gleicbimg (2) unmittelbar 
in die zu beweisende Gleicbung (I) uber. 
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Die Argnmentation gilt fur jeden endlichen Inte- 
gratioiisraum T, welches aueh die Gestalt seiner Grenz- 
flachen ist. 

Zusatz. In derselben Weise ergeben sich zwei zu (I) 
analoge Gleiehungen, die man erhalt, wenn man in (I) 
I mit ri, resp. f Tertausoht. 

Folgernngen. Fur den Fall f —1 geht die Glei- 
chimg (I) in folgende uber: 

=^/’ 9 ?cos(i^, i)do , 

und aus dieser wiederum ergeben sich, indem man f = 1, 
resp. <p = $ setzt, die beiden Gaufisehen Satze: 

1. Das fiber die ganze Oberflache eines Korpers 
erstreckte Integral 

//cos(jr, i)do 
hat den Wert ISTuU. 

2. Das Volumen eines Kbrpers wird duroh das 
fiber die ganze OberAfiehe erstreckte Integral 

lf^cos{N, S)do 

ausgedrfickt. 

Der Satz 1 lieBe sich tibrigens noeh erweitern, wenn 
man cp nicht = 1 , sondern gleich einer willkfirlichen 
Funktion von vj und C setzt, die aber ^ nicht enthfilt. 
Es ist also 

ffwiv > C)<^s{N, i)do = 0 . 

II. Es seien f und <p wieder zwei Funktionen, die 
innerhalb eines endlichen Eaumes T fiberall endlich, stetig 
und einwertig sind und je eine bestimmte endliche Ab- 
leitung nach q besitzen. Es bezeichne ferner q den Ab- 
stand eines Punktes von T von dem festen Punkte 0 . 
Wir betrachten das fiber T erstreckte Integral 

und unterscheiden dabei drei Falle: a) der feste Punkt 0 
liegt auBerhalb des Eaumes X, fi) 0 liegt innerhalb T, 
y) 0 liegt auf der Oberflache von T. 
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In alien Fallen fuliren wir raumliclie Polarkoordinaten 
mit 0 als Anfanppunkt ein. Das Volnmenelement von T 
ist dann 

( 5 a) dv = dQSiOi'&d'&dq) , 


und in dem dreifachen Integral (5) nekmen mr die Inte- 
gration nach Q als innere. 

Fall a). Liegt 0 anfierhalb T, so schneide ein be- 
Uebiger von 0 aus gezogener Eadius die Grenzfiaolie von T 
in Bi und (der Einfacbheit halber nehmen wir vor- 
laufig an, dafi nur zwei Schnitt- 
punkte existieren), und Qi, i 

seien die Werte, die $ in Ei, Ej ^ 

annimmt. Dann wird 


^9 

' 6 ) J = jj&m.‘d‘d'd^d<pjf^^dQ . 



sind'd'd'dq} = d(o ist ferner das 
Flacbenelement einer um 0 be- 
schriebenen Kugel vom Ea- 
dius 1 , und die Grenzen in Kg. is. 

bezug auf 99 werden durcb 

den Teil der in Eede stehenden Kugelflache bestimmt, der 
aus dieser durcb den von 0 an die Oberfiacbe von I ge- 
legten Tangentialkegel ausgeschnitten wird. Durcb ted- 
weise Integration folgt 


J= d(0 (-(fq})et + if<p)e>) 


f fSf 

Idea -j^gadg 


Entspreebend (5) konnen wir das dreifaehe Integral auf 
der reebten Seite von (7) so sebreiben: 




df dv 
dg ^ g^ 


Das in (7) auftretende Doppelintegral laBt sicb durcb 
ein Tiber die Oberfiache von T erstrecktes Integral aus- 
drucken. Trifft der Eadius OBiB^ die um 0 besebriebene 

5 


Wan«rerin, Theone des Potentials I. 
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Einheitskiigel in B xijid ist d(o das bei B liegende FlSchen- 
dement dieser Kugel, so verbinden mr alle Punkte des 
Umfangs Ton dco mit 0 ; dadurcb entstebt eine Kegd- 
flaehe (in weiterem Sinne), die (eventuell verlangert) ans 
der Oberflacbe Ton. T in Pi das Flacbenelement do^, in 
Pa das Flacbenelement do^ anssehneidet. Wir bescbreiben 
ferner nm 0 mit den Eadien OPg = nnd OBi = Qi 
Hilfskugdn, ans denen jener Kegel die Flacbenelemente 
dcwa, resp. dtoi ansscbneiden m6ge. Da dw^, dco^ nnd dco 
entsprecbende Stncke konzentriscber Kngdfiacben sind, so 
verbalten sie sicb wie die Quadrate der Eadien, d. b. es ist 

( 8 ) d<02 = Qldct>, d(Oi = Qidco. 

Ferner konnen wir, da aUe durcb den XJmfang von dog 
gebenden Kugelradien aucb durcb den TJmfang von dco^ 
geben nnd auf dco^ senkrecbt steben, dcog als Projektion 
von dog anseben. Daber ist 

dcOi = dOg • cos (dOg , dcog) , 

wo (dOg , d<Oj) den spitzen Winkel zwiscben beiden Ele- 
menten bezeicbnet, und dieser spitze Winkel ist gleicb 
demjenigen Winkel gg)) aiuBere Flacben- 

normale von dOg mit der Eicbtung des wacbsenden q 
(d. b. also mit der Eicbtung von 0 nacb Pg bin) bildet, also 

(9) dcog = dog • cos(JVg , gg) . 

Eine ahnbche Beziebung findet aucb zwiscben dcoi und do^ 
statt; nur ist zu beaobten, daJJ an der Eintrittsstelle Pg 
die Eicbtung des wacbsenden q mit der duBeren PlSchen- 
normale P '1 einen stumpfen Winkel bildet, daB dort also 

(9a) dcoi = doiCos[OT — (Pi, gi)] = — dOiCOs(Pi, gi) . 

Mittels (8), (9), (9a) kdnnen wir dco sowobl durcb dOg, 
als durcb do^ ausdrucken: 

(10) dco = +dOg cos(Pa , fe) _ -dOiOOs(Pi, gi) 

Qi Qi 

Ersetzen wir in dem Doppelintegral auf der recbten 8eite 
von (7) dco einmal durcb den einen, das andere Mai durcb 
den zweiten dieser Werte, so erbalten wir 
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lldo}{—(f<p)g^+(f<p)^ 


eosjNi, Qi) 


dOi + (f q!>)j 


cos{Fs , Qi) 


und da den stotlichen in Betracht kommenden Flachen- 
elementen day der Binheitskngel die samtlichen Flachen- 
elemente do der Oberflache von T entsprechen, so stellt 
die recbte Seite von (11) ein nber die ganze Oberflache 
von T erstrecktes Integral dar, das wir knrz so schreiben: 


Wir haben daher fiir den Fall a), wo 0 auBerhalb des 
Integrationsranmes liegt, das Eesnltat: 




wo die dreifachen Integrale uber das \J \ 

Volumen, das Doppelintegral Tiber die j\ | 

Oberflacbe von I zu erstrecken sind. / 

Zusatz, DaB das Eesnltat ancb / 

richtig bleibt, wenn die von 0 ans ge- f / 
zogenen Eadien Oder ein Tefl derselben 
die Oberflacbe von T in mehr als zwei ^ 

Pnnkten schneiden, ergibt sich folgen- ^>8- 1®- 

dermaBen. Die Zahl der Schnittpunkte 
mnB stets eine gerade sein; ist sie z. B. 4, so tritt an 
SteEe der Gleicbnng (6) die folgende: 


Ift e> I 

Zu den Gleicbungen (10) kommen ferner noch die folgenden 
hinzu 

+dOi coa(J[ijQj — dog eo3(.y3 , gg) 


5 * 
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imd die beiden Seiten von (11) haben vier statt zweier 
Snmmanden. Ansdruck (11a) aber bleibt ungeandert, da 
sicb bier erst ans den vier Snmmanden sSmtliebe Ober- 
flsichenelemente von T ergeben. 

1st das Integrationsgebiet T scbalenformig, so bann 0 
natnilich aueb dem inneren boblen Eanme angebdren. 

Pall/S). Liegt 0 im Inn®rn 

von T, so tritt nur die Ande- 
/ Wert e = 0 , 

f ( der vorber auBerbalb des Inte- 

i V r j grationsgebietes lag, jetzt depa- 

\ ^ ^ / selben angebort, daJ3 infolge- 

V dessen die untere Grenze von q 

Null ist, die obere der Wert , 

Fig. 17. der dem Punbte Bi angebdrt, 

in dem irgend ein Eadius die 
Oberflacbe von T scbneidet. An Stelle der Gleicbung (6) 
baben wir daber: 

ei 

(6fi) J = jj sin‘dd'&d(p f f dg . 


Pemer erstreckt sicb die Integration nacb d-, (p bber die 
ganze OberflScbe der um 0 mit dem Eadius 1 bescbriebenen 
Kugel. Die teilweise Integration ergibt bier: 


(7j5) da>{-(f<p), + (fg>)^ 


6i 

' fSf 

dco j^<pdQ 


Nun ist zu beacbten, dafi den Wert von f-<p im 
Punbte 0 bezeicbnet, und dieser ist fur aEe dm derselbe. 
An der Stelle ferner ist, da Ej bier eine Austritts- 
stelle von q bezeicbnet, 

+^OiCOs(Ni, ei) 


Somit wird 


J=—{f9)o dco+i 


^d0i<iO8iWi,Qj)(fq>)g, 


dco —qftdg. 


e 
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Das Integral 


//« 


<o 


stellt die Oberflache der um 0 mit dem Eadius 1 be- 
schriebenen Kugel dar, ist also = in. Die samtlicben 
bilden die ganze Oberflacbe von T, und in dem dreUacben 

dv 

Integral rechts kann man wieder dco • dp durch — er- 

setzen. Demnach erbalten wir, falls 0 innerbalb des 
Integrationsranmes T liegt, das Resnltat: 




/•jp cos (JTjp) do 




M 


df i 




’WO {f(p)o den Wert Ton fcpim. Punkte 0 bezeicbnet. 

Zusatz. Schneidet ein Teil der von 0 ansgebenden 
Badien die Oberflacbe yon T in mebr als einem Punkte, 
so kann man T durcb eine Hilfefiacbe in zwei Teile zer- 
legen, einen Teil T^, innerbalb dessen 0 li^ und dessen 
Oberflacbe von jedem Radius nur einmal getroffen -wird, 
und einen Teil , fur den 0 ein aufierer Punkt ist. Das 
fiber den Raum T erstreckte Integral zerfallt dann in 
zwei Integrate, fiber und fiber , und fur das erste 
derselben gilt die Gleicbung (11 jS), ffir das zweite die 
Gleicbung (II a). Addiert man die so erbaltenen Glei- 
cbungen, so ist die Summe der fiber und erstreckten 
Integrate gleicb dem fiber T erstreckten; und was die 
Oberflachenintegrale betrifft, so beben die fiber die HUfe- 
flacbe erstreckten Teile derselben wegen der entgegen- 
gesetzten Normalenricbtung 
einander auf. Somit gilt 
aucb in diesem PaUe die 
Gleicbung (II/J). 

Pall y). Liegt der 
Punkt 0 auf der Oberflacbe 
von T, so kann man die 
Argumentation des PaUes fi) 
wortlieb anwenden, nur mit Kg. is. 

dem Unterscbiede , daJJ das 

Integral jjdca bier nicbt fiber die ganze Kugelflacbe zu 
erstrecken ist, sondern nur fiber eine Halbkugel. Denn 
die von 0 aus nacb anderen Punkten der Oberflacbe von T 




70 I- Potential und seine charakteristisohen Eigenschaffcen. 

gezogenen Eadien treffen voa der um 0 beschriebenen 
Einbeitskugel nur die Punkte derjenigen Halbkugel, die 
begrenzt wild von der in 0 an die Oberflache von T 
gelegten Tangentialebene, vorausgesetzt, daB jeder ^eser 
Eadien die Oberflache von T anfier in 0 nur einmal 
schneidet. Im Palle y) erhalten wir somit dasselbe Besultat 
wie im Palle nur daJ8 im letzten Summanden rechts 
in (II /5) in dnrch 2^1 zu ersetzen ist. 

Sind weitere Schnittpunkte vorhanden, so ist dieselbe 
tJberlegung anzuwenden, wie im Znsatz zu Fall §)• 

Die Besultate der drei Falle konnen folgendermaBen 
zusammengefaBt werden: 

Unter den obigen Voraussetzungen liber /*, (p 
(s. S. 64) gilt fiir irgend einen endlichen Baum, 
dessen Volumenelement dv und dessen Oberflachen- 
element do ist, die Gleichung 

■and war hat K, je nacMem der Punkt 0, von 
dem aus q gereolinet "wird, auBerhalb T, innerhalb T 
Oder auf der Oberflache von T liegt, resp. den Wert: 
(H') 0, '-4:n(f(p)o, -27i:(f<p)o. 

Folger ungen. Aus (II) ergeben sich mehrere inter- 
essante, zuerst von Gaufi ausg^proohene Folgerungen, ■wenn 
man f=l setzt und der Funktion (p spezieEe Werte erteilt. 

f=l, <p = l gibt den Satz: __ 

Das uber die gesamte Oberflache eines Korpers 
erstreckte Integral 

rrdooosiN, q) 

JJ 

wird entweder = 0 Oder = 2 n; Oder = 4 Jt , je nach- 
dem der Anfangspunkt von p auBerhalb des Korpers 
liegt Oder auf seiner Oberflache oder innerhalb des 
Kdrpers liegt. 

f = l, 9> = ip® gibt, da hier (^)o = 0 ist, den Satz: 

Das Volumen eines Kbrpers ist gleich dem •iiber 
die ganze Oberflache erstrehkten Integral 

iJlecoaiN, Q)do . 
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c) Transformation der Ausdriicke fiir die An- 
ziehungskomponenten. 

She wir zn nnserer eigentlicken Anfgabe -nbergehen, 
wenden wir den Hilfesatz I znr Transformation der An- 
ziebungskomponenten einer ranmlioben Masse an; und 
damit die Voranssetzungen des Satzes I fiber die Endlicb- 
keit der Funktionen f und (f> erffillt sind, nebmen wir 
zunacbst an, der angezogene Punkt bege auBerbalb der 
anziebenden Masse. 

Neben der im Kapitel 3 abgeleiteten Gleicbung 

, S- 

^ — 00 

p* Sat 

bestebt, da eine Vertauscbung von » und | den Ausdruck 
von Q niobt andert, die andere: 

Si p® V p® / 

Daber wird fur irgend eine anziebende raumlicbe Masse 

Unter der Voraussetzung, daB Tc stetig ist und be- 
stimmte endbcbe erste Ableitungen besitzt, kann man 
auf (12) den ersten Hilfssatz anwenden. Daduxcb wird 

und zwar ist das dreifacbe Integral uber das von der 
anziebenden Masse eingenommene Volumen, das Doppel- 
integral uber die Oberfiaobe der Masse zu erstreoken. 

Von dieser fiir auBere Punkte abgeleiteten Pormel 
laBt sicb nun zeigen, daB sie aucb nocb gilt, weim der 
angezogene Punkt ein innerer ist, d. b. der anziebenden 

(9 Ik 

Masse angehort, falls nur iiberaU Jc stetig und endlich. 
ist. Zu diesem Zweck umscUieBen wir, wie fruher, den 
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angezogenen Punkt A durcli eine Kugel von dem kleinen 
Eadius d und bezeichnen mit 1 den Teil der anziebenden 
Masse auBerhalb dieser Kugel, mit F/ das Potential dieses 
Teiles. Auf Fj konnen wir die Formel (12 a) anwenden, 
da ja A der anziebenden Masse nicbt angebort; nur ist 
dabei zu beacbteti, dafi aucb die KugelQacbe b zur Be- 
grenzung des Teiles 1 gebort, dafi daber das in (12 a) auf- 
tretende Oberflacbenintegral sowobl fiber die auBere Grenz- 
flacbe P der gesamten Masse, aJs fiber die Kugelflficbe b , 
die wir mit K bezeicbnen woUen, zu erstrecken ist. Be- 
zeiobnen wir das Integrationsgebiet dadurcb, daB wir 
P, K, I zu dem betreffenden Integralzeicben binzuffigen, 
so baben wir also 

(19 b) ^ ~ 

y 'e I 


N ist dabei die Eicbtung der fiuBeren, d. b. der der an- 
ziebenden Masse abgewendeten Normale, also ffir K die 
nacb dem Innern der Kugel gericbtete Normale. 

In dem Integral 




fccos(P, $)do 


K 


ffibren wir raumUcbe Polarkoordinaten mit A als Anfangs- 
punkt ein, so wird 

do = (5®sin^(ii?d(p ; 
zugleicb ist an der Kugelflacbe K : 

Q = b . 

Bs wird also: 

J =1— djyftcos(27', f)sin^d^d95 

und, wenn wir ffir — fccos(A', |) den groBten absoluten 
Wert Tc^ setzen: 

\J\<blc,jl8in&d^dq>, d.b.: \J\<b\in. 

\ ist jedenfalls endlich, daher wird: 

liin|Jj==0. 

< 5=0 
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Zugleich geht fiir 5 = 0 der Eaum I in den ganzen mit 
Masse gefuUten Eaxim uber. DaB fiir 5 = 0 das dreifaobe 
Integral anf der recbten Seite von (12 b) einen endlichen 
Wert hat, folgt aus der sogleich nooh zu erdrternden Be- 
deutung dieses Integrals. Somit geht fiir 5 = 0 die Glei- 
Chung (12 b) in (12 a) Tiber, und diese gilt demnach auch 
fur Punkte der anziehenden Masse. 

Was die Bedeutung der in (12 a) auftretenden Integrals 
betrifft, so stellt: , 


das Potential derjenigen Masse dar, die in dem gegebenen 

6]e 

Volumen mit der Dichtigkeit ausgebreitet ist. Ent- 
sprechend ist: 

(13b) W = 


das Potential der mit Masse von der Dichtigkeit 
x = — fccos(2r, I) belegten Begrenzungsflache F des ge- 
gebenen Volumens. Wir haben damit sowohl fur auBere, 

dV 

als fur innere Punkte der Masse dargestellt als Summe 

zweier Potentiate, eines Oberflachenpotentials und eines 
Eaumpotentials : .. „ 

(13) + 


d) Transformation der zweiten Ableitungen 
Ton y. Die Poissonsche Gleichung. Die Gleichung(13) 
BV 

fur ermdglicht die Untersuchung der zweiten Ableitungen 

Ton y fSr Punkte der Masse. Denn da (13) sowohl fur 
auBere, als fiir innere Punkte gilt, so ist fur beide auch: 


dW dW dU 

“ a® 5® ’ 

6U 

-T — ist als Differentialquotient eines Eaumpotentials so* 
ox 

wohl fur auBere, als fiir innere Punkte endlich und kon- 

Bh 

tinTiierlich, rorausgesetzt, daB die Dichtigkeit, d. h. , 
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uberall endlich ist. Piii das Flaohenpotential W ist der 
angezogene Punkt, wenn er nicht gerade auf der Ober- 
flache der gegebenen Masse liegt, ein auBerer, und daber 

andern sicb W und 4?^ kontinuierlicb. Auf den Fall, daB 

oco 


der angezogene Punkt auf der Oberflache liegt, wendeu 
wir die Gleiohung (14) Torlaufig nicbt an, da wir das Ver- 
halten von Fiachenpotentialen und ihren Ableitungen fur 
den Fall, daB der angezogene Punkt der anziekenden 
Flacbe angebSrt, nock nickt kennen. Liegt also der an- 
gezogene Punkt beliebig entweder auBerkalb oder inner- 
kalb der anziekenden ra^lmliohen Masse, nur nickt auf ikrer 
Oberfiacke, so sind die beiden Summanden der reckten 
Seite von (14) endlich und kontinuierlick, und das gleieke 
dW 

gut mitkin von - 7 ^ . 

® dcO^ QJJ 

BUden wir aus (13 a) und (13 b) und so er- 

erhalten wir: 


(14 a) 




und diese Formel gUt sowokl fur auBere, als fur innere 
Punkte, mit Ausnakme von Punkten der Oberfiacke. Ana- 

.. 527 , 627 

loge Ausdrucke ergeben sicb fur und ^ ,* man er- 

kait sie, wenn man in (14a) x mit 7 , resp. mit z 
vertauscht. Durck Addition der so erhaltenen Ausdrucke 
folgt: 


( 15 ) 


/17 = 


8W ew 8W 

daj2 Qy% 

^ — X 


- IclcosiN, $)■ 


e 


-f- cos{N, rj)- 


+ cos{N, 0 


C — do 


}; 

rrr^dJc i~x dJci]—y dJc^ — z'idv 

SC e /02 
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Zur Vereinfachung von (16) beachten w, daU , 

T) — y c — ^ ^ 

d j Eichtimgskosinus von q sind, nnd zwar 

Q Q 

for die Eichtung vom angezogenen Punkte A nacb einem 
Massenpnnkte bin. Daher ist: 


(16) 


cos{N, i)lj^ 


+ oos(J»', J?)-^ — ^ 

Q 

+ cos(JV, 0 = cos(Jf, q) . 

Q 


Fiibren wir lerner rilumbcbe Polarkoordinaten mit A aJs 
Anfangspunkt ein, setzen also: 

i = so + QCOS'd' , f} = y + QSia‘d’Cosq}, C = is + Qsm'&siD.<p , 
so wird: 


S £ 

-r— = COS'i? = 

Sq 


S-oo 


d Yj ^ rj -- y 8^C 

dQ ~ Q ’ 


daher : 
(16 a) 


6lc ^ — so 81^ ^ —y . » 

df g dr} Q 8^ Q 

__ 8]c dy . dfc df _ 6Tc 

, 8^ 8q 8ii 8 q df 8q 8q 


Durch Anwendung von (16) und (16 a) geht (15) in folgende 
Gleichung iiber: 


(15a) AV^-fjk<ios{N,e)^+fff 


8Ts dv 
Iq 


Anf das dxeifache Integral rechts wenden -wir nun den 
Hilfssatz II (S. 70) an, indem -wir in demselben f = l, 
(p = Tc setzen, zugleich den dort mit 0 bezeichneten Punkt, 
von dem die Eadien q ausgehen, mit dem angezogenen 
Punkte A zusammenfallen lassen. Nach jenem Hllfssatze 
wd: 

a) Wenn A aufierhalb der anziebenden Masse, also 
aufierbalb des Integrationsraumes liegt: 




JccosiN, Q)do 


Q 
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xmd daher 

(15c) = 

wie es die Laplacesehe G-leichung fordert. 

jS) Liegt dagegen A innerhalb der anzieheaden Masse 
(mit AusschluB der Oberflaclie), so wird; 



fccos(A', g )do 




also -wird, da {lc)p=o der Wert Ton It im Punkte A ist: 


AV^ = — 4 ot - . 


Da dies fiir jeden Punkt im Innern der Masse gilt, so 
haben wir (mit Weglassnng des Index) fdr innere Punkte 
beliebiger anziehender Massen die Poissonsche Gleichung: 


(15d) AV, AjcTc. 

Die VergleicLung von (15c)_ und (15 d) ergibt unmittelbar, 
daB sick A¥ beim Dbergang von auBeren Punkten 
zu Punkten der Masse diskontinuierlicb andert. 
Denn fiir Punkte der Masse hat A F , wie nahe der an- 
gezogene Punkt auch der Oberfiache liegen m 6 ge,. einen 
von ITull verschiedenen Wert; fur auBere Punkte dagegen 
ist, wie nahe dieselben auch der Oberflache liegen, AV — 0 . 
An der Oberflache selbst hat demnach AV keinen be- 


stimmten Wert. — 

Unsere Bewdsfiihrung setzte voraus, daB die Dichtig- 
keit ft uberall im Innern der Masse eine endliche, stetige 
und differentiierbare Funktion der Stelle ist, und daB die 
ersten Ableitungen von ft uberall endlich sind. DaB ft 
stets endlich ist, liegt im Begriff der Dichtigkeit. Anders 
steht es mit den ubrigen Voraussetzungen, die durchaus 
nicht fur jede Massenverteilung erfiillt zu sein brauchen. 
Es laBt sich aber zeigen, daB die obigen Besultate, ins- 
besondere die Gleichung (15d), giiltig bleiben, wenn jene 
Voraussetzungen nicht fur die ganze anziehende Masse er- 
fuUt sind, sondern nurfiir die unmittdbare Umgebung des be- 


trachteten Punktes A . ■ Wird zunaohst -^rr in einem Punkte 

dU 

unendUch [woduroh die an - 5 — S. 73 geknupften Schlfisse 

OX 

ungultig werden], so umgebe man diesen Punkt mit einer 
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beliebigen AbschlieBungsfiache; duich diese wird die gauze 
anziebende Masse in zwei TeUe geteilt, den Teil I auBer- 
halb und den Teil II innerbalb der FMobe. Die Potentiale 
beider Teile seien 7j und Vu, das Gesamtpotential also 

die 

F= Fj+ 7 j 7. Anf Fj konnen w, da im Teile I 

vs 

uberall endbcb ist, die obige Transformation anwenden, 
und es wird, falls A dem Teile I angebbrt, JFj == — 4 Jifc . 
Pur den Teil II ist A ein auBerer Punkt; es bedarf daber 


der Transformation von 


dF 


II 


das 


nicbt, vielmebr wissen wir 


aucb obne diese Transformation, daB Vu der Laplacesoben 
Gleicbung geniigt, /IVu — 0. Somit wird fur den Punkt A : 


JV = + JFjj = ~4k3tTi. 


Wird einer der Differentialquotienten von Tt langs einer Linie 
Oder an einer FlUcbe F unendbcb, so bat man die Ab- 
scblieBungsfiacben nur so zu legen, daB sie jene Linie, resp. 
jene Flacbe F ganz umscblieflen, Ganz ebenso muB man 
verfabren, wenn Tc an einzelnen Stellen (Punkten, Linien 
Oder Fiachen) diskontinuierlich ist. Denn an solcben 
Stellen baben die Differentialquotienten von Tc ' keinen 
bestimmten Wert, und die bei der Beweisfuhrung be- 
nutzten HilEsstitze sind nicbt mebr anwendbar. 

Mittels der angegebenen Metbode erkennt man, daB AV 
nocb einen bestimmten Wert bat, und daB die Gleicbung (15d) 
gilt, wenn nur der betracbtete Punkt A nicbt innerbalb 
der AbscblieBungsflSrCben liegt. Die Voraussetzungen fiber 
die Stetigkeit von fc und die Endbcbkeit der Differential- 
quotienten von fc braucben daber nur in unmittelbarer 
TJmgebung des betracbteten Punktes A erfuUt zu sein. An 
Stellen, wo diese Bedingungen nicbt erffiUt sind, bat AV 
keinen bestimmten Sinn, ebensowenig wie an der Oberflficbe 
der anziebenden Masse, wo ja aucb die Dicbtigkeit sicb 
diskontinuierbob andert, indem sie von einem endlicben 
Werte plotzlicb zu Null fibergebt. Solcbe Ausnabmestellen, 
in denen AV seinen Sinn verUert, kbnnen keine rfiumlicbe 
Ausdebnung baben, das ist duxcb die Bedeutung einer Masse 
ausgescblossen. Es sind also nur einzelne diskrete Punkte, 
Linien Oder Flficben, in denen die zweiten Ableitungen 
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von 7 ihren Sinn verlieren, und in denen dalier die Poisson- 
sche Gleicliung nicM gilt. 

tJbrigens ist die Laplaeesehe Gleichung (16e) in der 
Poissonschen Gleicliung (15 d) enthalten. Denn SiuBere 
Punkte Sind solohe, in denen sich keine anziehende Masse 
befindet, in denen also die Dichtigkeit Tc der anziebenden 
Masse = 0 ist. 

e) Aus der diskontinuier lichen Anderung von 
AY an der Grenzfl&che der Masse werden die ent- 

dw ew 

spreohenden Anderungen von daidv ’ 

geleitet. .. ^ 

XJm aus der diskontinuierlichen Anderung von AY m 
der Oberfiache der anziehenden Masse die entsprechende 
Anderung der einzelnen Summanden von AY, sowie die 


Anderung von 


dxdy 


usw. abzuleiten, stdlen wir folgende 


Betrachtung an. f{x,y,e) — 0 sei die Gleichung einer be- 
liebigen Piache und (p{x, y, m) eine Fnnktion, die fur alle 
Punkte der Flache verschwindet. Wir fragen : welche Be- 
dingongen mu 6 9 ? fur eine gegebene Fl&che erfuUen? Bs 
seien a>, y, m die Koordinaten eines PunktesP der Flache, 
X + dx , y + dy , g + de die Koordinaten eines zrweiten 
Flachenpunktes Pj , der P unendlich nahe liegt. Da 9 ? fiir 
alle Flaehenpunkte verschwinden soil, so ist: 

<p{x, y,g) = 0 und <p{x + dx , y dy , g + dg) = 0 . 

Entwickeln wir die linke Seite der zweiten Gleichung nach 
dem Taylorsehen Satze, ziehen dann die erste Gleichung 
ab und sehen von den unendlich kleinen Ghedern zweiter 
und hoherer Ordnung ab, so erhaJten wir: 


(17) 


ex ^ ^ By 


I k 


Andererseite ist, da die Koordinaten von P und Pj der 
Flachengleiohung geniigen: - 

df 


(17a) 


Oder da 


doo dy ' 


+ -^ S >-0 


IL 

8x ’ 


K 

By ’ 


8f 

Bg 


proportional den Kosinus der 



Kap. 6. Zweite Ableitungen des Potentials fflr Massenpunkte. 79 

Winkel sind, welche die Normale N mit den Koordinaten- 
achsen bildet: 


(17b) cos{N,. x) dx + co&{N, y) dy + cos(jy, is)dz = 0 . 


Die Gleicbnng (17) mufi nun fiir alle Punkte Pj der Fiacbe, 
die P unendlicb nahe liegen, d. h. fiir alle Wertsysteme 
dx, dy , de erfiillt sein, die der Gleiohung (17b) genngen. 
Setzen wir <3ai = 0 , so folgt aus (17) und (17b): 


d<p 3(p 
dy ‘ 6e 


= cos{N, y ) : C08(Jr, z) 




und fur <5«! = 0 ergibt sick: 
d<p d<p 
dx ' dy 

Das gleicbzeitige Bestehen von (17) und (17 b) erfordert 
also, daJ3 

B (p 

“ cos(l!r, x) : cos(iy , y ) : cos(JV, z) 
ist, welche Gleiobungen wir auch so scbreiKen kdnnen: 




= cos(lV^, x ) : coS(2r, y) 


(18 a) 


dq) 

dx 


= moos (27, x) , 


dq 

dy 


= m cos (27, y ) , 


Bw 

= mcos(27, z) . 


Nun sei fiir einen beUebigen, mit Masse von beliebiger 
Dichtigkeit gefuUten Eaum 7a das Potential eines auBeren, 
7 das eines inneren (Massen-) Punktes. Each Kap. 5 
■wissen wir, dafi 7 und seine ersten Ableitungen sich beim 
tJbergang von Punkten der Masse zu aufieren Punkten 
kontinuierlich andern. Nahert sich also der angezogene 
Punkt einmal von aufien, das andere Mai von innen der 

dV dY 

Grenzfiache, so nahern sich - 5 -^ und -s-i , wenn sie auch 

im allgemeinen durch ganz verschiedene Punktionen dar- 
gesteUt werden, demselben Grenzwerte, d. h. an der Grenz- 
fiache der Masse ist 


(19) 


Urn 


/57a 


\dx ~ 

dx) 


0 , 
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und war gilt diese Gleichung far jeden Punkt der Grenz- 
fldolie. Wir konnen dalier aaf die aof der linken Seite 
von (19) stehende Funktion die Gleichnngen (18 a) an- 
wenden and erhalten 


(19 a) 


lim 





dx^ I 


■j = w cos(JV, ») , 




gay 

WO unter lim-Tr-r der Wert zn veistehen ist, den - 5 —^ 

annimmt, wenn der angezogene Punkt sick von auBen 
einem Punkte P der Grenzflache der Masse beliebig nahert, 


unter lina- 


der Grenzwert von 


wenn der an- 


gezogene Punkt sich von innen demselben Punkte P be- 
liebig nahert. Setzen wir in (19) statt der Ableitungen 
von Fo F, nach x die Ableitungen nach y , resp. z , 
so folgt ebenso: 


(19b) 


lim 


lim 


lim 


lim 


lim 


lim(- 


(SWa 

BWA 

\dx By 

Bx By) 


SWA 

1 By^ 

By^ ) 

(SWa 


\By 8z 

By Be) 


d 2 F\ 

\Bx Be 

dw dz) 

(8^r, 

a 2 F,\ 

\By Be 

dy dz) 

(SW, 


V 8e^ 

Bz^ ) 


■j = wcosfjy, x) , 
ncos{N, y) , 


•) = p cos(JV, y) , 
•j = p cos(JV, s) . 


(19c) 
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Die linken Seiten der zweiten Gleichung (19 a) und 
der ersten Gleichung (19 b) sind gleich, mithin ist 

mco8{N, y) = ncos(J7’, x) , 

ebenso 

m, cos(JV, m) = p cos(J7', a?) , n go8{N, z) =p coaiJS", y) , 
d. h. es ist 

m _ n p 

coa{N, x) ~ coa{N, y) ~ cos(Jr, e) ’ 

Oder, wenn der Wert jedes der gleicben Brucbe mit 1 
bezeichnet wird: 

(19 d) m = 1 coa(N, x), n = X coa(N, y), p — X cos(W, z) . 

Die Gleichungen (19a)— (19c) nehmeu somit folgende 
Form an: 

““ (-S' ~ S) - “sMif , ») ; 

(dWa eWi\ , , 

^j = >lcos*(W,«), 

^ ^ • 

Die Addition der drei ersten dieser secbs Gldcbungen gibt 
lim(JF. - JF) = A ; 

und da JVa = 0, JT< = — so wird 
(20a) A = +47rJ!, 

wo ifc die Dicbtigkeit der Masse an dem betrachteten 
Punkte P der GrenzflSche bezeichnet. 

Die Gleichungen (20) und (20 a) enthalten das ge- 
suchte Resultat. 
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Kapitel 7. 

Yerhalten des IlS^heiipoteiitials nnd seiner AMeitnngen, 
{alls der angezogene Pnnkt sich der anziekenden Fiaeke 

nakert. 

a) Brlauterung an Beispielen. 

Sckon kei Berechnung der Anzi^nng, welcke eine 
homogene Kreisflache anf einen Pnnkt ansubt, der senk- 
reekt nber ihrem Mittelpunkte liegt, ergab sick, daB die 
anziekende Kraft (die senkrecht zur Kreisfldcke geiicktet 
ist) sick beim Durchgang des angezogenen Punktes durch 
die KreisfiSiCke diskontinuierlick Sndert. Jene Kraft strebt 
(s. Kap, 2, Anfg. 3, S. 17) dem Werte — 2jr>« zn*), wenn 
der angezogene Pnnkt von der einen, dem Werte 
vrenn der angezogene von der anderen Seite sick der an- 
ziehenden Placke nakert, 'wakrend sick Z — 0 ergibt, wenn 
dem angezogenen Pnnkte von vornkerein eine feste Lage 
im Mittelpunkte des Kreises gegeben vrird. 

Pur das Potential jenes Kreises ergibt sick mit An- 
wendung derselben Bezeicknungen wie S. 16—17: 

a 2jt 

0 0 

nnd darin ist , je nackdem « positiv oder ne- 

gativ ist. Man siekt kieraus, daB, wenn e sick dem 
Werte Kull nakert, sei es von positiven, sei es von nega- 
tiven Werten her, V denselben Wert annimmt; 

nnd diesen Wert kktte man auck erhalten, wenn man 
bei der Berechnung von F von vornkerein z den kon- 
stanten Wert STuU gegeben hatte. Im Gegensatz zu Z 
andert sick F also kontinuierlick beim Durchgang des 
angezogenen Punktes durck die anziekende Placke. 

Untersucken wir nock das Potential und die An- 
ziekungskomponenten einer homogenen Kugelfiaoke. Wir 
kdnnen das Potential der Placke anf genau dieselbe Weise 
mittels der Laplaceschen Differentialgleickung ableiten, 

*) Der S. 17 auftretende Faktor fm ist, wie fiberaJl von 
Kap. 4 ab, = 1 gesetzt. 
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wie S. 43 — 47 das Potential einer Kngelscliale, nnd er- 
halten, falls x, y, z die Koordinaten des angezogenen 
Punktes sind, r sein Abstand vom Mittelpnnkte, for Punkte 
auBerhalb der Kugel 

y M _ inn 

T r ^ 


wo B den Kugelradius, n die Dicbtigkeit bezeicbnet. Fiir 
Punkte im Innern der Kugel wollen wir das Potential 
zum Unterschiede mit T[ bezeicbnen; es hat nach S. 46 
einen konstanten Wert, und dieser konstante Wert ergibt 
sich durch Berechnung des Potentials ftr den Kugel- 
mittelpunkt, so dafi 

n 

f fB^ Sind' d'&dg) . „ 

( 2 ) ^ = ^ — = inxB 

0 0 * 


wird. Kahert man sich von auBen Oder von innen der 
anziehenden Kugelflache, so nahern sich V imd dem- 
selben Grenzwerte innB; und derselbe Wert des Poten- 
tials hatte sich auch ergeben, wenn man dem angezogenen 
Punkte Ton vornherein eine feste Lage auf der Kugel- 
flache gegeben hatte*). 

Aus (1) und (2) folgt femer 

dV inxB^X dVx 


und analog werden die Ableitungen von V nach y imd z . 
Daraus ist ersichtlioh, daB, wenn der angezogene Punkt von 
auBen Oder innen her sich der anziehenden KugelMche 

... ^ 67 , BVx 

nahert, -t: — und 


nahern, 

bleibt. 


8x 

BY 

Bx 


Bx 

dem Werte 


sich verschiedenen Grenzwerten 


innx 


wahrend 


BYx 


0 


B ’ Bx 

Auch hier andern sich die Differentialquotienten 


*) Die Berechnung des Potentialwertes flir diesen Fall isfit 
sich in derselben Weise durobfttbren wie gleioh nacbber fOr die 
Anziehung. 


6 * 
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des Potentials (die Anziehungskomponenten) diskontinuier- 
licli beim Durcligang dureb die anziehende Plache. Legen 
■wir insbesondece das Kooidinatensystem so, daB der an- 
gezogene Pnnkt auf der positiven g-Acbse sich beiderseits 
der Kugdflache nahert, so haben wir, da Mer a; = 0, 
y‘= 0 , = “F-B ist, 


(3a) 




c>y 

dy 


dVi 

By 


lim 


(BY 

BYA 

\Bg 

Be) 





und +» ist dabei die auBere Iformale der Kugel an der 
Stelle, die der angezogene Punkt passiert; x , y sind par- 
allel der Tangentialebene der Kugel an dieser Stelle. 

Fragen wir noch nach den Werten, welohe die An- 
ziehungskomponenten annekmen, wenn der angezogene 
Punkt eine feste Lage auf der Kugel bat. JDiese Werte 
ergeben sicb aus den Formeln (9), S. 21, wenn man in 
diesen « = B setzt; dabei sind die Acbsen so gelegt, daB 
die positive z-Acbse dureb den angezogenen Punkt gebt. 
Die dritte dieser Formeln gibt, wenn man wieder von 
dem Faktor f m absiebt. 


Z ^ H 
0 0 


7t 2jt 

f f B^jcos'd' — 1) sin^d#d y 

jj (f2BHl - ooW)y 


St 2st 


= —^1 1 <>03^d'&d(p == ~2nK . 


0 0 


Z ist also auch Mer (wie bei der Kreisscbeibe) sowobl 

BY 

von dem Grenzwerte von - 5 —== — 4jtx, als von dem 
BY 

Grenzwerte von = 0 verscMeden; Z ist das aritb- 

og 

metische Mttel der letzteren beiden Werte. 

Die X-Komponente der Anziebung fiir den Punkt 
X — 0 , y = 0, z = B wird nacb Formel (9), S. 21 : 
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R sin^ cos?? • dq> 

(1/252(1 _ cos^)® 
eo^(pd(p cos^ — d'& 

u 


sin- 


Da hier die zu integrierende Funktion fiir ^ = 0 uneiidlicli 
wird, schlieBen wir den angezogenen Punkt dtirch eine 
kleine ihn umgebende Knrve von dem Integrationsgebiet 
aus, d. b. wir integrieren nicht von ^ = 0 , sondern von 
'& = s, wo s eine kleine GroBe ist, die je nach der Natnr 
der AbschlieBungskurve in versehiedener Weise von ?? 
abhdngen kann. Die Ausfahrung der Integration nacb 
& gibt, da die obere Grenze •& = n ist: 


2rt 


—xj logtgj + cos- 


cos 99^95 , 


und dies Integral kann ganz verscHedene Werte annebmen, 
je nacbdem man fur e die eine Oder die andere Funktion 
von 9? setzt. Gleicbes gilt fiir den Grenzfall e = 0 ; d. b. 
der Wert der Anziebungskomponente X ist abbSngig von 
der Natur der AbschlieBungskurve und der Art, wie diese 
immer kleiner und kleiner wird, ist also voUig unbestimmt. 
Dasselbe gilt fiir Y . 

In abnbcber Weise wiirde sicb fur eine anziebende 
Kreisfiacbe die Unbestimmtbeit der der Ereisflaebe par- 
aUelen Anziebungskomponenten ergeben baben, falls man 
den angezogenen Punkt in den Mittelpunkt des Seises legt. 

b) Ableitung der Eigenscbaften fur beliebige 
Flacben bei beliebiger Massenverteilung. 

Die allgemeine Ableitung der voxber an speziellen 
Beispielen erdrterten Eigenscbaften stiitzt sicb am ein- 
facbsten auf die in Eap. 6 abgeleiteten Formeln. 

Es sei a ein Fiacbenstiick von beliebiger Gestalt, das 
aber iiberall eine bestimmte Tangentialebene besitzt. 
Femer nebmen wir zunScbst o so klein, resp. geben dem 
Koordinateiisjstem eine solcbe Lage. daB die Formale 
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von o nirgends zni iC-Achse senkrecht steht. o S6i mit 
Masse von der Dichtigkeit belegt, so daJJ das Potential 
von a fur auBere Punkte den Wert hat: 



<y 


Das Machenstuck a werde ntm auf irgend eine Ait 
zu einer gescMosseuen Piacke er- 
ganzt, und es werde das zu dem 
Bekufe zu a Hnzuzufugende Fla- 
clienstuck a' so gewaMt, da6 a' 
uberall eine bestimmte Tangen- 
tialebeue bat, und daB aucb an 
der Grenze von a und a' eine 
solebe vorbanden ist. Den von 
a und 0 ' begrenzten Baum T 
denke man mit Masse von der 
Dicbtigkeit Tt (fiber die noch zu 
verfiigen sein wird) geffillt und nenne das Potential dieser 
Masse F, also 

(6) F, 



-III'- 


€ber fc 
Flacbe o 

( 6 ) 


man so, daB der Wert von Tc an der 
x 

“ cos(jF, I) 


ist, eine GrdBe, die, da cos{N, f) an a nirgends Ter- 
scbwindet, fur aBe Punkte von 0 einen bestimmten end- 
licben Wert bat. Die so fur a bestimmte Funktion h 
setze man beliebig fort, nur mit der Besohrankung, daB 
eiob die Werte von le im Innern von T kontinuierlicb an 
die gegebenen Werte (6) anscbliefien, und daB Tc fiberall 
in T endliob und stetig ist, die Ableitungen von Tc ferner 
fiberaJl endlich sind. Dann kann man auf F die For- 
mel (13) des Kap. 6 (S. 73) anwenden, eine Pormel, die 
sowobl fiir Punkte der anziebenden Masse gilt, als fur 
auBere Punkte, mit AusscbluB jedoob von Punkten der 
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Oberflaciie. Die in jener Formel (13) anftretende Punk- 
tion W ist durch (13 b) gegeben, und zwar ist das Doppel- 
integrai in (13 b) libeP' die Gesamtoberflacbe Ton T zu 
erstrecken, d. b. Tiber die beiden Placben a und a'. Also 


(7) TP: 


fccos(jy, i)do _ ('(‘ TcGOsiF, S)do 

e Jj Q 


Da nun h an der Flacbe a den Wert (6) annimmt, also 
&cos(jy’, ^) = H ist, so'wird 


(7a) 


W = -J~J', 


■wo J das Potential Ton a f'Qr die Dicbtigkeit « , J' das 
Potential Ton a' fiir die Dicbtigkeit To cos(W, f) bezeicbnet; 
und der Wert Ton Ic an a' bangt Ton der Art und Weise 
ab, wie die an a bekannte Punktion Tc fortgesetzt wird. 
Die erwabnte Pormel (13) gibt uns also 


( 8 ) 



J'+ U, 


wo U das Potential der in T mit der Dicbtigkeit 

Terteilten Masse ist. Wenn nun der angezogene Punkt 
einmal Tom Inneren Ton T, das andere Mai Ton auBen 
sicb der Placbe a beliebig nabert, so ■wissen -wir (s. Kap. 5), 
daB 


lim 


\8x dcol 


lim(I7„ - i7<) = 0 


ist. Perner ist fiir die Placbe a' ein an a Uegender Punkt 
ein SiuBerer, und fur Punkte auBerbalb der anziebenden 
Masse ist das Potential kontinuierlicb, d. b. es ist; 

Um(Ji - jg = 0 . 


Mitbin folgt aTis (8), daB 

(9) lim(J«-J<) = 0 

ist; d. b. das Potential J der Placbe a andert sicb kon- 
tinuierlicb aucb beim Durcbgaug des angezogenen Punktes 
durcb die anziebende Placbe. 

Da wir wissen, daB die zweiten Ablei'tungen Ton V 
sicb sowobl auBerbalb T, als innerbalb kontimnerlicb andern 



88 !• Das Potential und seine charakteristisolien Bigenschaften. 


(die koEtimiierliche Anderung innerhalb folgt ja aus der 
^ . Slc\ ... 

Kontinuitat von Tc und der Endlichkeit von , so gut 

fur Punkte, die nicbt auf der Oberflaclie von T liegen, 
die durcb Differentiation von (8) entstebende Gleiobung: 


dso^ do! dso Sob 


Wir 'wenden diese Gleickung auf Pdnkte an, die siob von 
auBen der Plaohe a beliebig nahern, dann auf Punkte, die 
sicb von innen derselben Stelle von g nahern, und sub- 
txahieren die so erhaltenen Gleichungen. Bezeichnet dann 
der Index a , me vorher, daB es sich um huBere Punkte, 
der Index i , daB es sich um Punkte innerhalb T handelt, 
so erhalten wir: 



Wegen der Bigenschaften des Potentials raumlicher Massen 
ist aber: 


Ebenso ist: 


lim| 

(SUa 

sv:\ 

1 = 0. 

{ dm 

Sob / 

lim I 

(SJL 

\ dx 

SJ'A 

Sm) 

1 = 0, 


da J' das Potential der FlSche a' ist und ein an a liegender 
Punkt fur c' ein auBerer ist. Endlich ist nach (20) und 
(20a) des Kap. 6 (S. 81): 


lim 


(SW^ 

SWA 

\ dx^ 

Sm^ ) 


6*F\ 

= 4: Ttlc oos^(N, on ) , 


wo h die Dichtigkeit an dem betrachteten Punkte von a 
ist, N die huBere Normals von T . An a ist aber: 


oos(F, $) • 
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und (J?', I) und {N,x) bezeichnen denselben Winkel; es 
wild daber: 




und somit nach (11) 


(12) lim = -4 jr « cos(iV , ®) . 


Wir wollen dem Eesultat noch eineForm geben, die die 
Bezeicbnung aufiere und innere Punkte sowie auBere Nor- 
male nickt enthalt. Denn von auBen und innen kann man 
wohl in bezug auf den Baum T sprecben, nicbt aber in 
bezug auf eine ungescblossene FlScbe a. Wir treffen des- 
halb folgende Festsetzung. Von den beiden Normalen- 
ricbtungen von a wablen w die eine als Bicbtung von 
-\-N, bezeiobnen mit J den Wert des Potentials fur einen 
Punkt, der sicb auf der Seite von +V der Flacbe a 
nabert, mit den Wert des Potentials fur einen Punkt, 
der sicb auf der Seite von —V der Flacbe a nabert, so 
folgt aus (12), gleicbgultig, welcbe der beiden Normalen- 
ricbtungen als +jV gewablt wird: 

(12a) lim(|^--^) = -4^«cos(V,flj), 

•wo (V, «) den Winkel bezeicbnet, den die gewahlte Nor- 
malenricbtung -h W mit der positiven ai-Acbse bildet. Lassen 
wir insbesondere die positive a;-Acbse mit +N zusammen- 
fallen, so wird: 

/ 8J dj.\ 

( 121 )) 


tmd dies ist die Verallgemeinerung des fiir die bomogene 
Kreisscbeibe und die bomogene Kugelfiacbe gefundenen 
Besultats. Geben wir aber von beliebigen Lagen der s-Acbse 
J 5 U einer solcben Lage fiber, daB i zu W senkrecbt stebt, 
also Ainftr in der Tangentialebene des betracbteten Punktes 
g^egenen Bicbtung t parallel ist, so folgt aus (12 a): 


11m 


dt 


dt I 


0 . 


(12c) 
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Die normalen Ableitungen des Fiachenpotentials 
andern. sich also diskontinuierlich beim Durchgange 
des angezogenen Punktes dureb die anziebende Flache, 
wabrend die tangentialen Ableitungen beiderseits glei- 
cbe Werte baben. 

Bei der Ableitung dieser Besultate ist angenommen, 
dafi a eine nicbt gescblossene Flacbe ist. Sie gelten aber 
obne weiteres auob fui gescblossene FlScben 8 . Denn zer- 
legt man 8 in zwei nicbt gescblossene Flaoben a und 8i, 
nennt die Potentiale dieser beiden J und 3 > so dafi J + 
das Gesamtpotential von 8 ist, so gUt, falls o den Toil 
von 8 darstellt, in dem der angezogene Punkt an 8 heran- 
tritt, fiir J die Gleicbung (12 a); fiir S aber ist, da der 
angezogene Punkt fur 8^ ein auBerer ist: 




Fur + / gilt also wiederum die Gleicbung (12 a). 

Was die zweiten und boberen Ableitungen des Flaoben- 
potentials betrifft, so baben dieselben fur Punkte der Fiacbe 
keine Bedeutung, da scbon die ers.ten Ableitungen an der 
Fiacbe diskontinuierlicb werden. 

c) Potential und Anziebungskomponenten fiir 
feste Punkte der Flacbe. Im vorstebenden baben wir 
das Verbalten des Potentials und seiner ersten Ableitungen, 
der Anziebungskomponenten, fiir den Fall untersucbt, dafi 
der angezogene Punkt von der einen Oder der andern Seite 
sicb der anziebenden Flacbe bebebig nabert. Es fragt sicb, 
ob die normalen und tangentialen Anziebungskomponenten 

der Flacbe nocb einen bestimmten 



Kg. 20. 


Wert baben, wenn der angezogene 
Punkt ein fester Punkt der Flacbe 
selbst ist. Zur Beantwortung die- 
ser Frage nebmen wir den festen 
Punkt 0 der Flacbe zum Anfangs- 
punkte der Koordinaten, die Fla- 
cbennormale in 0 zur »-Aobse, 


und zwar bei geschlossenen Flacben die auBere Eormale zur 
positiven z-Acbse. Wir bescbranken uns dabei auf solobe 
Punkte, in denen die Flacbe eine bestimmte Tangentialebene 
bat. In dieser Tangentialebene (der ajy-Ebene) besobreiben 
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wir um 0 mit dem kleinen Eadins d eineH Kreis und errich- 
ten liber diesem Kreise einen geraden Zylinder. Durch den 
Sclinitt desselben mit der Placlie wird letztere in zwei 
Teile geteilt, den Teil I, der die Umgebung des Punktes 0 
bis zum Schnitte mit dem Zylinder umfaBt, und die ubrig- 
bleibende Flacbe, die wir als Teil II bezeichnen. Die Unter- 
sucbung kann sick dann auf Teil I bescbranken, da fiir 
Teil II der angezogene Punkt 0 ein auBerer ist. 

Das Potential J und die normale Komponente Z der 
Anziebung sind, da der angezogene Punkt der Anfangs- 
punkt ist: 

(13) . .. . 


JJ VI* + ,• + {» JJ (Vi* + ,* + {•)• 

Oder, wenn mian in der fj?^-Ebene Polarkoordinaten einfubrt 
und do durch seine Projektion auf die a?y-Ebene ausdriickt: 


[IBa) J = 


X rdrdd' 
cos(jy, ?) 1 ^"+^ ’ 


X l^rdrd'd' 
cos(JV, f) Cpxra)* ' 


Daria ist {K, f) der spitze Winkel derPlachennormale von do 
gegen die f-Aclise; und wenn 3 klein genug gewahlt wd, 
ist (F, C) stets kleiner als Die Integration in (13) ist 
Tiber den Flachenteil I, die in (13 a) daher uber den Kreis 3 
zu erstrecken. Dabei ist aber zunachst die unmittelbare Um- 
gebung des Punktes 0 von der Integration auszuscMieBen, 
da dort r = 0 , C = 0 ist. Es ist somit zunachst nach r 
zu integrieren von r = sbisj’ = d,wo6 eine sehr kleine 
Grdfie ist, die fiir versohiedene # verscMedene Werte an- 
nehmen kann; die Grenzen fur & ferner sind 0 und 27i. 
Wir schreiben die Ausdriicke (13 a): 


J= d'& 


.j t/ 

0 e 




cos(J', 0 


0 
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xmd beacMen folgendes. Eine beliebige durcb die »-Acbse 
gelegte Ebene schneidet die Fiacbe in einer Kurve, deren 
Abszisse r nud deren Ordinate i ist. Par r = 0 ist f == 0 

und auoh — = 0 , da die Acbse « die Normale im An- 
dy 

fangspunkte ist. als Punktion von r betrachtet, bat da- 
her die Porm: 

(14) C = 

wo « > 1 und y(y) fur y = 0 endlicb ist; — ist also == 0 

fur y = 0 . Hat die Krummung aller STormalsobnitte 
der Placbe in 0 einen endlichen Wert, so ist a = 2 . In 

diesem Palle ist also —z aucb fiir y == 0 endlicb, und die 


beiden Integrate J und Z baben aucb fur den Grenzfall 
« = 0 einen bestimmten endbcben Wert. 

Liegt « zwiseben 1 und 2, so ist: 

t _ y(y) 

^2 


(14 a) 


Dann wird zwar in die zu integrierende Punktion — oo 
fur y = 0 . Da aber der Exponent von r im Henner zwiseben 
0 und 1 begt, so bat das Integral Z fur lims = 0 boob 
einen endlieben Wert, der unabbSngig von der Art und 
Weise ist, in der e zu 0 konvergiert. 

TJntersucben wir in gleicber Weise eine der tangen- 
tinlftn Anziebungskomponenten, z. B. die A'-Komponente, 
so baben wir: 


(15) 


Hh 


z^do 


-n- C08(W, i) 


r^eoa^drd‘& 


27C 


f cos^ d^ 


cos(jy, 0 



Fur e ■= 0 wird die zu integrierende Punktion und, da r 
den Bxponenten 1 bat, das innere Integral selbst unend - 
licb. Wegen des Faktors cos# ist also X die Summe von 
Ausdriicken, die teils -|-c», teils — oo sind, also unbestimmt. 



Kap. 8. Das Potential von Linien. 


93 


DaB diese Unbestimintheit keine scheinbare ist, ergibt sich 
durcb folgende tJberlegung. Je nacb der Wabl der Kurve, 
durob die die unmittelbare IJmgebting von 0 vom Inte- 
grationsgebiet ansgescMossen wird, wird e eine andere und 
andere Funktion von d’, und je nach der Wahl dieser Funk- 
tion kann man es erreichen, daB Z einen unendlicb groBen 
Oder einen beliebigen endlicben Wert annimmt. 

Wir sehen also, daB, wenn der angezogene Punkt eine 
feste Lage in der Fliicbe selbst hat, die tangentialen An- 
ziehungskomponenten vdllig unbestimmt -vrerden, wSihrend 
die normals Anziehungskomponente (ebenso wie das Po- 
tential) noch einen bestimmten endlicben Wert hat. Im 
Abscbnitt a) dieses Kapitds baben wir an zwei Beispielen 
geseben, daB dieser endlicbe Wert der normalen An- 
ziebungskomponente das arithmetische Mattel der beiden 
Werte ist, die die normals Ableitung des Potentials an- 
nimmt, je nacbdem sich der angezogene Pnnkt von der 
einen oder der andern Seite der anziehenden Fiache nabert. 
G-auB*) hat gezeigt, daB das aucb allgemein der Fall ist. 
Docb woUen wir den Beweis bier fibergeben. 


Kapitel 8. 

Potential und Anziehungskomponenten von Massen, die 
Ikngs einer Linie ausgebreitet sind. 


Der einfacbste hierher gebbrige Fall ist der einer bomo- 
genen geradbnigen Strecke. Legt man das Eoordinaten- 
system so, daB die Strecke in die as-Aohse fSllt und von 
f = abis| = b(6>«) reicbt (vgl. Fig. 3, S. 12), so ist ihr 
Potential: 


( 1 ) 


V = H , 




»log 


i{$-(io)^ + y^ + z^ 

6* — ® -f- — ®)? + y® + 


a — <0 + ■)/(« — aj)® -f y® -f «®, 


Der Ausdmck (1) IbBt sich nocb umformen, indem man. 
den Bruch unter dem Logarithmenzeichen mit 

— (h -— ») + y(h — • ®®) + y® -f »® 


*) S. Gaufi’ Werke V, S. 216ff. 
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nnd 


—{a — as) + y(a — x)^ + , 


resp. irar mit der letzteren Differenz erweitert. Dadurcli 
geht (1) liber in: 


( 2 ) 

reap, in: 


V = »log 


» — a + ■)/(« — o)® + 
x-i + f(^b)^ + y^ + s^ 


(3) F=;<log 


[b— flg+yCb — + + + 

+ 


Solange y nnd » von Null verschieden sind, ist es gldcb- 
gultig, welcben der drei Werte man anvendet. Fallt aber 
der angezogene Punkt in die Veriangening der anziehenden 
Streeke, d. b. wird y = 0, « = 0 , so werden, da die bier 
auftretenden Wurzeln die positiven Wurzelwerte bezeiobnen, 
fur die Ausdiucke (1) und (3) unbestimmt, fur «<« 
die Ausdrucke (2) und (3). Dagegen gibt fur *>6, y = 0, 
# = 0 der Ausdrack (2): 

(2a) 




for X <a, y = Q, z = 0 folgt aus (1): 

la — x] 


(la) 


7 = x log 


Um zu untersuchen, was aus F, resp. seinen Ableitungen 
nacb X, y, z wird, wenn der angezogene Punkt sicb der 
anziebenden Streeke immer mehr nabert, d. b. wenn y = Q, 
« = 0 wird und a<Cx <i ist, wenden wir am zweck- 
mSiBigsten den Ausdruck (3) an. Der Zabler des unter dem 
Logaritbmus stebenden Brucbs wird dann 2^ —x) •2-{x—a), 
ist also von Null verscbieden, wabrend der Nenner = 0 

wird. F wird also unendbob, ebenso ^ und ^ . 
Setzen wir nocb: 

y^ + z^=:P, 

bezeicbnen also mit t den Abstand des angezogenen Punktes 
von der anziebenden Linie, so seben wir, daB, fur f = 0 , 
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V nnendlioh wird -wie 2Slog^y^, und daU ^ unendliob 

wird wie — , Oder daB 

z 

V _ / BV\ 

(4) lim v^ = 4-2x, limli 2« . 

*=<>log(ij 

8V 

Dagegen bleibt, wie sieh aus (3) ergibt, aucb fiir 

t = 0 endlicb, mit Ausnahme der Werte w — a, x = 1, 
d. b. auBer an den Endpankten der anziebenden Strecke, 
wabrend, wenn man dem angezogenen Punkte’ eine feste 
Lage in der anziebenden Starecke gibt, das die Jf-Komponente 
der Anziebung darstellende Integral seinen Sinn Terbert. 

Es laBt sicb weiter zeigen, dafi die dnxcb (4) aus- 
gedruckten Eigenschaften bestehen bleiben, wenn an Stelle 
einer geraden Linie eine beliebige Kurve tritt, ferner aucb, 
wenn x nicht mehr konstant ist. Im letzteren Palle be- 
zeichnet in (4) « den Wert, den die Dichtigkeit in dem- 
jenigen Punkte besitzt, in dem der angezogene Punkt an 
die anziebende Linie berantritt. Wir gehen auf diesen 
Beweis bier nicbt ein und begniigen uns damit, an dem 
einfacben, oben bebandelten Beispiele der bomogenen ge- 
radlinigen Strecke erkannt zu baben, daB das Potential 
und die zu der Strecke senkrecbten Anziebungskomponenten 
nicbt mehr endlicb bleiben, wenn der angezogene Punkt 
an die anziebende Linie lieranruckt, daB sicb also fur Punkte 
der Masse das Linienpotential wesentlicb anders verbklt 
als das KSrper- und das Pldcbenpotential. 

Kapitel 9. 

Die ebarakteristiscben Eigenschaften des Eorper- und 
Fldcbenpotentials. 

a) Der Greenscbe Satz. 

Sind 17 und W zwei Funktionen der Koordinaten, 
die in einem endlichen, von einer oder mebrerenFlaeben 
begrenzten Baume T selbst nebst ihren ersten Ab- 
leitungen einwertig, endlicb und stetigsind, und baben 
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auch die zweiten Ableitungen von W in T xiberall 
bestimmte endlicbe Werte, so ist: 

ffffsu ew eu sw eu 8w\ 

JjjKBa) Bx^ 8y By + Bz BzH’ 

Hierin sind die dreifacben Integrale fiber das Volumen 
TOQ T, das Doppelintegral reehts ist fiber die sfimtlicben 
Gren 2 fl 8 rChen toh T auszudehnen, JV ist die auJJere Nor- 
male jener Grenzflfichen und A bezeichnet die Operation: 



(la) 


' Bx^ 6y^ Bz^ 


Der Satz ergibt sicb sofort aus dem S. 60 aufgestellten 
Hilfesatz 1. Bezeichnet man die Integrationsvariablen 
nicht, me dort, mit y, C, sondern mit so, y , z, setzt 
, 5W 

f — TJ, (p = -^ — , so lautet jener Satz: 



cos(N',a!)do 


f 8U aTT 
Bx dx 


dv . 


Ffigt man die beiden analogen Gleichungen hinzu, die 
man durch Vertauschung von x mit y, resp. z erhalt, addiert 
die drei Gleichungen und benutzt das durch (la) defi- 
nierte Operationszeichen A , so foigt 

' jjjvA Wdv=jjv\^^ cos(N, x) + ~ oos{N, y) 

BW 1 

(2a) < -1- cos(iV, «) do 

[[[\8V BW BXJ BW ^ BV aF] , 

^ jJj . Bx Bx By By Bz Bz _ ^ 

Endlich ist 


BW BW BW 


BW 
BJ ’ 


und somit geht (2 a) in die zu beweisende Gleichung ( 1 ) 
fiber. 



Kap. 9. Die charakteristischen Eigenschaiten des Potentials. 97 

Anmerknng. Die Eichtigkeit der Gleickung (2b) 
folgt aus den Eegeln der Differentiation. 1st f irgend 
eine Funktion von x, y, z, ds das Bogenelement einer 
beliebigen Kurre, so ist 


^ da? 5/' dy df dz 

ds dx ds dy ds dz ds ’ 


wo dx, dy , dz die Andemngen von x, y , z sind, die der 
Anderung ds von s entsprechen, d. h. die Projektionen 
von ds auf die drei Achsen; daber ist weiter 


nnd somit 


dx ^ . 

= cos(s,aj) nsw. 


Sf_ 

as 


df 


df 


= cos(8,a!) + ^ cos(s, 3 /) + 


dy 


df 

dz 


C0S(S,2) . 


Fiir f = W , s — F ist das die Gleichung (2 b). 

Folgernngen. I. Ffir die folgenden Anwendungen 
wird der besondere Fall der Gleiohxing (1) gebrancbt, in 
dem W = 17 ist. Dann ist 



Ist auBerdem noeb im ganzen Eanme T 
(3a)’ AU-=0, 

so wird 





dU 

dF 


do . 


II. Ist U von W varschieden, und ffigt man zu den 
Annabmen, untar denen (1) gUt, noeb die weitere, dafi 
aucb die zweiten Ableitungen von U in P iiberall bestimmte 
endlicbe Werte baben, so kann man in (1) U mit W ver- 
tauscben, d. h. es ist aucb 

Wangerin, Theorie des Potentials 1. 


7 
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( 4 ) 


-///r 




dW dU , dW 6U^ 


dv 


6x By By Be Be 
nnd dnrch SuTbtraktion von (1) nnd (4) folgt weiter 


(5) lff(U^W-WJU)dv^fl(u^'-W^)do, 

eine GMclmiig, die fiir den Fall J?7 = 0 oder ^TF'=0 
Oder .d ?7 = 0 und ^ W = 0 weitere Folgerungen zuiaBt. 

b) Die charakteristischen Bigenschaften des 
Eaumpotentials. 

1st F das Potential irgend einer dreifach ausgedehnten 
Masse, so wissen wir nach Kapitel 4 — 6, daB 1. V und 
seine ersten Ableitungen nach den Koordinaten x, y, g 
des angezogenen Punktes im ganzen Eaume einwertig, 
endlich und stetig sind, 2. daB V und seine samtliehen 
Ableitungen verschwinden, wenn der angezogene Punkt 
ins Unendliche ruckt, und zwar derart, daB 


lim (r F) , 

r = oo 


limr® 

r=oo 


BV 

Bx 


usw. 


endlich bleiben (der erste Grenzwert ist gleich der ge* 
samten anziehenden Masse), 3. daB die zweiten Ableitungen 
von F im allgemeinen einwertig, endlich und stetig sind, 
jedoch mit Ausnahme der die anziehende Masse be- 
grenzenden FlSche, ferner mit Ausnahme gewisser Stellen 
(Punkte, Linien Oder FlSohen), an denen sich (Jie Dich- 
tigkeit diskontinuierlioh andert, oder in denen die ersten 
Differentialquotienten der Dichtigkeit unendlich wehden, 
4. daB fiir alle Punkte im Innern der Masse, die nicht 
den genannten Ausnahm^teilen angehbren, die Poisson- 
sche Gleichnng /IV = —Ank gilt, fiir alle Punkte auBer- 
halb der Masse die Laplacesche Gleichung JV — 0. 

Es soil nun gezeigt verden, daB diese Bigenschaften 
fiir das Potential charakteristisch sind, d. h. daB, wenn 
eine Funktion F alle genannten Bigenschaften besitzt, sie 
notwendig das Potential des durch «3ie gegebene Funktion k 
als Dichtigkeit bestimmten Massensystems ist. Der Faoh- 
weis fur diese Behauptung wird folgendermaBen gefuhrt. 
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Angenommen, es esistiere eine von T verscMedene 
Pnnktion , die mit dem Potential F eines gegebenen 
Massensystems die samtlichen Bigensobaften (1) bis (4) 
gemeinsam Mtte, so bMe man eine dxitte Fnnl^on 

( 6 ) U = V-Vi. 

Dann miiBte aueh Z7 die Bigensobaften (1) bis (3) besitzen, 
zngleicb mbSte in alien Punkten, in denen die zweiten 
Ableitungen von F imd damit nacb der Annabme aucb 
die von F^ und wegen (6) aucb die von U einen be- 
stimmten Wert baben, 

(7) AU = 0 

sein. Denn fiir Punkte der Masse ist .d F = —4 n Tt , daber 
ancb AVi = —inh, mitbin AU = AV — AV^ = 0 , nnd 
fiir Punkte auBerbalb ist ja zIF = 0 und zlFj = 0 . 

Auf diese Funktion U wenden wir nun die Gleicbung {3 b), 
S. 97, an, indem wir als Integrationsraum das Innere einer 
sebr grofien, um den Anfangspunkt bescbriebenen Kugel 
vom Eadius JB nebmen. Doob rnussen wir, um den Voraus- 
setzungen, unter denen (3 b) abgeleitet war, zu genugen, 
von dem Integrationsraume alle die Stellen ausscbliefien, 
in denen A F und damit A JJ keinen bestimmten Sinn mebr 
bat. Dazu gebdrt zunacbst die die anziebende Masse be- 
grenzende Oberfiacbe. Diese wird dadurcb axisgescblossen, 
daB man auf den Eormalen derselben sebr kleine, uberall 
gleicbe Stbcke nacb beiden Seiten bin abtrSigt, also zwei 
jener Oberfiacbe sebr nabe Parallelflacjien konstruiert und 
den Eaum zwiscben diesenParallelflacben vom Integrations- 
gebiet ausscblieBt, so daB jene ParaUelflacben Grenzflacben 
des neuen Integrationsgebietes werden. In dersdben Weise 
werden aucb solcbe Fiacben im Innern der anziebenden 
Masse, in denen AV seinen Sinn verliert (also z, B. solcbe 
Fiacben, an denen k sicb diskontinuierboh andert), aus- 
gescblossen. Ausnabmepunkte umgebe man einfacb mit 
einer Kugel von sebr kleinem Eadius und betracbte den 
Innenraum der Kugel als nicbt zum Integrationsgebiet ge- 
bSrig. Linien endbcb, an denen die zweiten Ableitungen 
von F ihren Sinn verlieren, werden dadurcb ausgescblossen, 
daB man um die einzelnen Punkte dersdben Kugeln mit 
sebr kleinen, aber gleicben Eadien bescbreibt und den 

7* 
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von der Enveloppe aller dieser Kugeln eingeschlossenen 
Baum von dem Integrationsgebiet aussehliefit. Pur das 
Gebiet T, das nacb AusschluB aller genannten Stellen vom 
Innern der Kugel B ubrig bleibt, sind dann die Bedingungen, 
unter denen Gleiohung (3 b), S. 97, abgeleitet ist, erfuUt. 
Auf dieses Gebiet T kdnnen wir dalier jene Gleichung (3b) 
auwenden. Dabei ist das Doppelintegral der reoliten Seite 
von (3 b) fiber alle Grenzfiaehen von T zu erstreeken, also 
fiber die Oberflacbe der Kugd B und die samtlicken Ab- 
seMieBungsflacben. 

Das 30 erbaltene Eesultat bleibt auch lichtig, wenn 
■wir einmal den Eadius B der auBeren Kugel beliebig, 
soblieBlicli fiber aJle Grenzen wacksen lassen, und wenn 
wir zweitens die nicht zu T gebdrigen, im Innern der 
Kugel B liegenden Eaume beliebig verkleinern pd sehlieB- 
lich zum Verscbwinden bringen. Es gescbiebt dies dadurcb, 
dafi die Badien der absehlieBenden Kugeln immer mebr 
verMeinert und dafi die vorher erwfihnten Parallelfiaohen 
einander immer nSber gebracbt werden. Wir woUen nun 
zeigen, daB dadurcb der Wert des Oberflfiebenintegrals 
auf der reebten Seite von (3 b) der Bull beliebig nabe ge- 
bracbt werden kann und im Grenzfalle = 0 wird. 


Um das nacbzuweisen, betracbten wir zundcbst den 
Teil des OberfULcbenintegrals, der fiber die beiden Parallel- 
p flacben J?V und Fn zur auBeren Grenz- 

^ — ——f — — — ^ fiacbe der Masse zu erstreeken ist. Ist 
t Pr ein Punkt von Pj- , Pjj der entspre- 

' chende Punkt von Pjj, d, b, der 
Rg. a. Punkt, der mit Pj auf derselben Kor- 

male der Genzflacbe liegt, so sind, 
falls nur die Elficben Pj und Fu einander nabe genug liegen, 

die Werte von JJ , in Pj und Pn bebebxg 

wenig voneinander untersebieden, denn JJ und seine ersten 
Ableitungen sind ja im ganzen Baume konfanuierbeb. Perner 
gebt wegen einer bekannten Bigensebaft von ParaBelflacben 
die Kormale von Fj in Pj durcb den Punkt Pjj und ist 
zugleicb Kormale von Fu. Bedenken wir aber, dafi in (3 b) 
jy die auBere Kormale des Integrationsgebietes bezeiobnet, 
so bat in Pj W die Eiebtung von P/ naeb Pjj bin, in Fu 
dagegen von Pu naeb P/ bin, d. h. cos(A', x ) , cos(jy, y) , 
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cos(JV', e) haben in Pj nnd Pn gleiche absolute Werte, 
aber entgegengesetzte Vorzeicben. Somit bat der Ausdruck 

in Pi und Pu Werte, die, absolut genommen, bebebig 
wenig verscbieden sind, aber entgegengesetzte Vorzeicben 
besitzen. Gleicbes gilt fur je zwei entsprecbende Punkte 
Ton Fi und Fn . Lafit man nun die Flacben Fj und Fn 
der Grenzflacbe der Masse immer ndber und naber kommen, 
so ist das Tiber beide Piacben, Fi und Fn, erstreckte 
Inteeral 

scbbeMcb die Grenze einer Summe, von der je zwei Sum- 
manden von gleicbem absoluten Werte, aber entgegen- 
gesetztem Vorzeicben sind, das Integral verscbwindet daber. 

Ezistieren auBer der GrenzMcbe der Masse nocb andere 
Fiachen, an denen AV keinen bestimmten Sinn hat, so 
hat man aucb diese durcb Parallelflacben auszuschbeBen 
und kann auf diese wortlicb die vorbergebende Argumen- 
tation anwenden, desgleicben auf die AbschbeUungskugeln 
einzelner Punkte, wobei nur for P/ und Pn solcbe Pimkte 
der Kugelfiacbe zu wahlen sind, deren Verbindungslinie 
ein Durcbmesser der Kugel ist. Betreffs der AbscbUeBungs- 
flacben von Unstetigkeitslinien ist zu beachten, daB diese 
aus rohrenformigen Fiachen besteben, die oben und unten 
durcb Stiicke von sebr kleinen Kugelfiachen geseblossen 
sind. Auf die eigentlicben Bdhrenflacben laBt sicb die 
vorber auf die Fiachen Fi und Fu angewandte Betracb- 
tung ebenso ubertragen wie auf die AbscbbeBungskugeln 
einzelner Punkte, wahrend der Teil des Integrals, der uber 
die die E6brenfiachen begrenzenden Kugelfiacben zu er- 
strecken ist, dem Quadrate des Kugdradius proportional 
ist [denn do ist diesem Quadrate proportional] und mit 
diesem verscbwindet. 

Weiter ist zu untersucben, was aus dem uber die 
auBere Kugelfiacbe B zu erstreckenden Integrale wird, 
wenn B uber alle Grenzen wachst. Zu dem Zwecke be- 
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achten wir, daB, wenn B sehr groJJ ist, V and daher 
aucli U sehr Mein wird, so daB 

B=oo 


einen endliehen Wert hat. Bezeichnen 'wir diesen mit h, 
so ist also for sehr gioBe B 


( 8 ) 


17 = 


A 

B ' 


Ebenso werden fiir groBe B die Ableitungen 


'8TJ 

— — immerMeiner, so daB B^ 
877 


gilt daher fiir f so daB liir groBe B 


8U 


8a) 


8U 
8x ’ 


877 


endlich bleibt. Gleiches 


(8a) 


8U ^ ly 
8N ~ B^ 


■wird, wo hi eine endliche, won B anabhangige GroBe be- 
zeichnet. Endlich wird das Flachenelement der Kagel 


(8b) 


Nehmen wir noch fiir 


do = B^ sia'd' d‘& dq > . 
dU 


8N 


seinen absolaten Wert, wo- 


dnrch der absolate Wert des Integrals vergroBert wird, so 
haben wir also far das iiber die Kugel B erstreckte Integral 




(8o) 


d. h. 


h hi 

B‘W 

7t 

yff> 


B^ sm‘& dS' d(p , 


hhiSjjX'd'dd'dip , 

0 0 


and da h and hi endliche, von B anabhangige Grdfien 
Bind, so wird der Grenzwert anseres Integrals, fiir 12 = oo , 
gleich Hall. 

Wir sehen also, daB, wenn wir B aber aJle Grenzen 
wachsen lassen and die innerhalb der Kagel B liegenden, 
ursprdnglich nicht zam Integrationsgebiete T gehbrigen 



Kap. 9 Die charakteristischen EigensobafteD des Potentials. 103 


Eaume ztim Verschwinden bringen, die recbte Seite der 
Gleichung (3b) verschwindet. Aus (3b) folgt dann also: 



tind zugleicb uiufaBt das lutegrationsgebiet jetzt den ganzen 
unendlicben Banm. Das Integral (9) ist eine Summe von 
lautex positiven Gliedexn, die nur veischwinden kann, wenn 
jeder einzelne Summand verschwindet. Bs muB daber fur 
jedes Volumenelementj d. h. fiir jeden Punkt des ganzen 
Eaumes, 



sein, d. h. : 


(10a) 


U = konst. , 


und da 17 im Unendlicben verscbwinden muB, weil V 
und Vi diese Bigenscbaft baben, so muB jene Konstante 
gleich Full sein, d. b. nacb (6): im ganzen Eaume ist 


7 = 7 ,. 


Es gibt also keine von 7 vexscbiedene Punktion 7,, die 
mit 7 die samtlicben, S. 98 aufgefubrten Eigenscbaften 
gemeinsam batte. Jene Eigenscbaften sind daber fiir 7 
cbarakteristiscb. Auf diesen Punkt bat Diricblet zuerst 
aufmerksam gemacbt, und man bezeicbnet infolgedessen jene 
Eigenscbaften baufig als Diricbletscbe cbarakteristiscbe 


Eigenscbaften. 

c) Die cbarakteristiscben Eigenscbaften des 
Flacbenpotentials. 

For das Potential 7 einer mit Masse bdegten Piacbe 
sind in den Kapiteln 4 und 7 folgende Eigenscbaften ab- 
gdeitet: 1. 7 ist im ganzen Eaume kontinuierbcb, end- 
liob und einwertig. 2. Die ersten Ableitungen von 7 
sind im ganzen Eaume einwertig, kontinuierlicb und end- 
licb, mit Ausnabme der anziebenden EBcbe selbst, wo 
sicb die Ableitungen nacb der Formale diskontinuierlicb 
§ndern, so daB 


( 11 ) 


lim 


57 <\ 
dN dNl 


—Anx 



wird, unter k die Dichtigkeit in dem beixacMeten Flachen- 
punkte verstanden, wabrend die tangentialen Ableitiangen 
zn beiden Seiten der Fiacbe den gleicben Wert besitzen. 

3. Im ganzen Baume, mit Ausnahme der anziebenden 
Fiacbe, sind aucb die zweiten Ableitnngen von V einwertig 
endlicb und kontinnierlicb; an der Flacbe selbst verlieren 
sie ibre Bedeutnng. Im ganzen Baume, mit Ausnahme der 
Flacbe selbst, gilt die Laplacescbe Gleicbung JV=0. 

4, Im Unendlicben verscbwinden Y und seine Ableitnngen, 
und zwar derart, dafi 

dV 

]im(fF), limr^ -y- usw. 

fz=oo r=cx) 


endlicb bleiben. 

Aucb diese Eigenscbaften sind fur das Flacbenpotential 
obarakteristiscb, d. h, ist F das Potential einer gegebenen 
Massenverteilung einer FlSche, so existiert keine and ere 
Funktion F^ , die mit F die samtlicben vorgenannten Eigen- 
scbaften gemeinsam batte. Der Beweis fiir diese Bebaup- 
tung ist genau so zu ftibren wie beim Kdrperpotential. 
Wiirde eine solcbe Funktion F^ existieren, so bilde man, 
wie dort, eine dxitte Funktion: 

(12) ir = F-Fi, 

dann bat V ebenfalls alle vorgenannten Eigenscbaften, nur 
daB, da Gleicbung (11) sowohl fiir F , als fur F^ gilt, an 
der anziebenden FlScbe 


(12 a) 




ist. Die ersten Ableitnngen von TJ verlieren zwar an der 
anziebenden Flacbe ihren Sinn, baben aber zu beiden Seiten 
der Flacbe dieselben Werte. 

Auf diese Funktion V wende man "wieder die Glei- 
cbung (3 b), S. 97, an und nebme als Integrationsraum 
ebenfalls das Innere einer Kugel mit sebr groBem Eadius E. 
Docb ist, damit die Voraussetzungen, unter denen (3b) 
gultig.ist, zutreffen, von dem Integrationsraume die un- 
mittelbare Umgebung der anziebenden Flacbe F auszu- 
scMieBen. Ist diese Flacbe gescblossen, so konstruiere man 
zu beiden Seiten von F zwei F sebr nabe Parallelflacben 
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Fi und Fii und schlieBe den von diesem begrenzten Eaum 
vom Integrationsgebiete ans. War F nicbt gesohlossen, so 
ergdnze man F zu aner geschlossenen Flaobe nnd verfabre 
ebenso. An dem Brganzungsstucke andern sich die Ab- 
leitnngen von U kontinuierlicb, baben also zu beiden Seiten 
gleicbe Werte. STunmebr kann man die ganze Argumen- 
tation S. 100 bis S. 103 wortbcb wiederholen, nur dafi 
bier nocb die Yeieinfachung eintritt, daB die vorber im 
Innern von F vorbandenen AbscblieBungsflacben fort- 
fallen. Durcb Grenziibergang findet man dann genau das 
frubere Eesultat, dafi im ganzen Eaume 

Z7 = 0 , mitbin V = 

sein muB, d. b. daB es keine von V verscbiedene Funktion 
gibt, die die ebarakteristiscben Eigenschaften mit V ge- 
mein bat. 

d) Anwendung der •ebarakteristiscben Bigen- 
sohaften. 

Mittels der Diricbletschen ebarakteristiscben Eigen- 
sebaften kann man prufen, ob irgend eine vorgelegte Funk- 
tion ein Kbrper- oder ein Flaobenpotential darstellen kann, 
und welches die zugebdrige Massenverteilung ist. Wir 
wollen das an folgendem einfacben Beispiele eriautern. 

Von einer Funktion F sei bekannt, daB sie innerbalb 
einer Kugel vom Eadius B den Wert 

(13) F, = z 

babe, auBerhalb jener Kugd. den Wert 

(13 a) Fa = ^3 , 

wo 

r® = «* -f- -1- a® 

ist und der Kugelmittelpunkt den Anfangspunkt des Ko- 
ordinatensystems bildet. Es ist zu untersuchen, ob diese 
Funktion ein Potential darstellen kann, und welches. 

Zunaebst seben wir, dafi, fiir r = B, Ft^Fa wird, 
die Funktion F ist daber im ganzen Eaume einwertig, 
endlich und kontinuierlicb. Femer wird 

a 1 



106 I- Dss Potential und seine charakteristisohen Eigenschaften. 


und da — stets ein eehter Bruch ist, auch fiir beliehig 
r 

grofie r, so sehen wir, dafi 

(14) = 0 . 

r=oo 

Ferner wird: * 


(15) 


(15 a) 


boo 


= 0 ., 


dy 


‘= 0 , 


dz 


f.5 


SFg 

dz 


= i?s 


dF^ 

dy 

r5 


= 1 , 

BR^yz 


Wir sehen, dafi die Ableitungen von JP* sowohl, als die 
von Fa einwertig, kontinuierlich und endlich sind, dafi 
ferner 


(15 b) 


limr® 

r=c» 


dx 


■wild und ebenso Umr® 


= lim f i 

r=oo \ 

dFa 


BR^ 


.£.i=o 


dy 


und limr^ 


r , 
dFa 


Sz 


verschwin- 


den, dafi aber fur r = JS im allgemeinen die Ableitungen 
von und Fa verschiedene Werte annehmen, dafi sich 
jene Ableitungen also an der Kugelflache r = R diskonti- 
nuierlich Sudern. Wir schliefien daraus, dafi F nioht ein 
Korperpotential darstellen kann. Soli F ein Flachen- 
potential darstellen, so mufi im ganzen Baume, mit Aus- 
nahme der Kugelflaehe R selbst, AF = 0 sein. Dafi dies 
fur Fj gilt, lehrt der blofie Anblick der Gleiohungen (15). 
Dafi auch AFa = 0 ist, ergibt 'sich leicht folgendermafien. 
Es ist 

d- 

(16) 


^8 


dz 


uad, da ~ der Laplaceschea Gleicliung genugt (s. S. 42), 

T 



Eap. 9. Die oharakteristischen Eigenschaften des Potentials. 107 


so ist auch 


mithin 



Die vorgelegte Ptinktioii F besitzt daher die cbarakteristi- 
schen Eigenschaften des El3>chenpotentials, und Ft und Fa 
stellen das Potential der auf gewisse Weise mit Masse 
belegten KngelflSrChe B dar. Um die Dichtigkeit zn 
finden, fuhren w Polarkoordinaten ein: 


(17) z = r oosi? , x = r sini? cos^j , y = r 
so mrd 

iJScos^ 

‘ 7 


(18) 


Fi = r oos'd' , Fa = 
8Fa 


■^ = cosi?, 


r2 

222 ® cosd' 


dr 


daher 


Oder da fur r = B y die auBere Kugelnormale ist, 

(19a) 3 cos#. 

Andererseits gilt fur jedes Plachenpotential die Gleichung 
(19b) lim(-|^--|^) = -4^^. 


Mithin ergibt sich fiir die Dichtigkeit x der Wert 


( 20 ) 


3 cos# 3 g 

in in B ‘ 


Die Dichtigkeit ist also auf der einen KugelhSlfte positiv, 
auf der anderen negativ, und die Gesamtmasse ist gleLch 
NuU. 

Zusat?. Will man die umgekehrte Aufgabe Idsen 
und das Potential der Masse berechnen, die auf der Kugel 
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vom Eadius E mit der Dichtigkeit — — — ausgebreitet 

ist, so beaclite man zunaehst, daB ^ der (in Winkelmafi 
gereclinete) sphariscke Abstand eines beliebigen Eunktes Q 
der KiigelflSicbe von demjenigen festen Punkte P dieser 

Fiaebe ist, in dem letztere von 
der s-Acbse gescbnitten wird, daB 
also die Dicbtigkeit der Elachen* 
belegung im Punkte Q 

(21) ,. = ^cos(PQ) 

ist. Man fubre ferner neben dem 
Koordinatensystem 3!,y,z, dessen 
0 -Aobse durcb P gebt, ein neues 
Koordinatensystem x', y', z' mit 
0 als Anfangspunkt ein, dessen 
positive »'-Acbse durcb den an- 
Pig. 22 . gezogenen Punkt A gebt und 

nebme die Ebene POA zur 
aj'z'-Ebene. In dem neuen Koordinatensystem sind die 
Koordinaten des angezogenen Punktes P 

(22) ®'=0, y'=0, z'^r, 

■wo r = OA ist. Die Koordinaten j?', f' eines be- 
liebigen Punktes der Kugel drucke man durcb Polar- 
koordinaten aus, deren Acbse OA ist: 

(23) |'==EsinAcos/.i , 5/''= Esin^sin// , C''=Pcos/. ; 

dann ist X gleicb dem spbdiiscben Abstande QA^, wo Ai 
derjenige Punkt der Kugel ist, in dem diese von OA ge- 
scbnitten wird, und y, ist der Winkel QA^P. Der Bo- 
gen PAi femer ist gleicb dem Winkel # , den OA mit OP 
bildet. In dem spbariscben Dreieck PA^Q ist nun 

coa{PQ) = cos(AiP) cos(AiQ) + sin(AiP)sin(AiQ) oosPAiQ 
= cos^ coSil -f sin^ sinA cos/t , 
daher nacb (21) die Dicbtigkeit 

3 

(21 a) x = [cos# cos2 -f sin# sinA cos^w] . 
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Das Potential der Kugelflaclie in bezng anf A ist aber 


also, wenn man do durch die Polarkoordinaten I , {.i aus- 
driickt tind fxir «, x', y', n', y', C' ibre Werte aus 

(21a), (22) und (23) setzt: 

(24) V— [cosi? cosA + Sind' sinA cos ytt] sinA dldyi 


JJ yB2_2ErcosA + r2 

Die Grenzen des Integrals sind A = 0 tind A 




yU = 0 und ytt = 2jr. Da yU im ISIenner nicbt vorkommt, 
laSt sicb die Integration nacb yU ausfubren, und wegen 
der Grenzen fiir (i mrd 


(24a) 7 = -^122 cos d 

a 


i-m 


cosAsinAdA 


2r JScosA + 


Das bier auftretende Integral ist ganz abnUcb dem, 
das bei der Berecbnung der Anziebung einer bomogenen 
Kugelflacbe vorkam (s. S. 21), und lS>Bt sicb in ganz der- 
selben Weise ausfubren, indem man 

Q = |/B 2 _ 2 f JS cosA + r® 

zuT IntegrationsveranderUchen nimmt. So ergibt sicb: 
24b) 7 = i 


- {(B^-Br+r^) {B+r)-{B^+Br+r^)i{B-r)^} 


Pur B>r ist /(P — r)® = JB — r , daber 
1 cosd 


(25a) V- 


-{B^ + r® — (iJ* — r*)) = r cosd , 


wSibrend fur r > U y (E — r^) = r — B ist, daber 

/otsvN T7- 1 1 r D<1 f D1\\ E^cosd 

(25b) 7 = - — ^ <r* + E8 - {r^ - B^)} = — . 

Da die Ableitung fur bebebige Werte von r und d gilt, 
so wd Y = Fi Oder 7 = P„, 

je nacbdem der angezogene Punkt im Innern der Kugel 
begt Oder auUerbalb. 



II. Abschnitt. 


Erweitenmgen des Potentialbegriffs. 

Kapitel 1. 

Anziehnng uaeli anderen Gesetzen als dem Newtonsehen. 

a) Begriff der Kraftefunktion. 

Der Begriff des Potentials laJSt sick auf andere Exafte 
als die nach dem K’ewtonschen Gesetze wirkenden aus- 
dehnen, wenn man nnr annimmt, daB die zwischen zwei 
Massenpnnkten m, wirkende Ejcaft K in die Verbin- 
dungslinie beider Punkte failt und einer beliebigen Funk- 
tion des Abstandes q beider proportional ist: 

(1) K = mi,f{Q). 

Die Komponenten dieser Kraft sind, wenn wir dieselben 
Bezeichnungen wie im I, Abschnitt einfuhren und aucb 
TO -vfieder als den Punkt betrachten, auf den die Wirkung 
ausgeubt -wird; 

(2) X = m iJbf{Q)— — — usw. 

9 

Dabei ist, falls f{Q) positiv ist, die Kraft als anziehende 
angenommen; fur abstoBende Krafte sind die Vorzeichen 
der Komponenten die entgegengesetzten. Man kann dafur 
au<5h sagen: fiir anziehende Krafte ist fig) positiv, fur 
abstoBende negativ. 

Fiihrt man eine neue Funktion F{q) ein: 

(3) m = -lfiQ)de, 
so -ffird (vgl. S. 27): 

(4) — , 
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und die beiden anderen Komponenten T, Z werden die 
Ableitungen derselben Funktion nacb y uud «. Es e:^i- 
stiert also auch Mer eine Funktion 

( 6 ) U=:m^F{e), 

deren partieUe Ableitungen nach den Koordinaten des an- 
gezogenen Punktes die Ejaftkomponenten darstellen. Wir 
bezdchnen diese aJs KrSftefunktion, vahrend mr den 
Namen Potential Oder aucb iSTewtonsches Potential 
fur die nach dem Newtonsohen Gesetze wirkenden Krafte 
reservieren. 

Ohne weiteres kann man auch in dem betrachteten 
allgemeineren Falle von der Wirkung diskreter Punkte zu 
der von Massen iibergehen, die in Baumen Oder auf 
FlSchen Oder auf Linien verteilt sind. Fur Massen z. B., 
die einen begrenzten Baum kontinuierlich erfiillen, ist die 
Kraftefunktion 

( 6 ) U = mfljTcFiQ)dv , 

and 

BV 

ds 

stellt die Kraftkomponente nach der’ Bichtung s dar. 

b) Yergleich zwischen der allgemeinen Krafte- 
funktion und dem Kewtonschen Potential fur 
Punkte auBerhalb der Masse. 

Bs ist von Interesse zu untersuchen, ■welche Eigen- 
schaften des Kewtonschen Potentials auch fur die all- 
gemeinere Kraftefunktion gelten, welche dem K ewtonschen 
Potential eigentiimlich sind. Dabei woUen wir die Masse m 
des Punktes, auf den die Wirkung ausgeiibt wird, der 
Einfaohheit wegen = 1 setzen, also fur anziehende raum- 
liche Massen 

(6a) tr=///fcF(e)d« 

setzen und analog fur anziehende FMchen 

(6b) U = ljxF{Q)do. 

Ohne jede Xnderung laBt sich der Begriff der Mveau- 
flachen und Kjaftlinien auf die allgemeine Kraftefunktion 
ausdehnen. Die Kiveauflachen sind bestimmt durch 
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TJ = konst., sie stehen iiberall anf der wirkenden Kraft 
senkreckt, nnd die Kraftlinien werden dnrch dieselben 
Differentialgleichungen bestimmt wie beim Kevtonscben 
Potential (s. S. 34). 

Wie das Potential sind ferner auch die Kraftefunktion 
nnd ihre Ableitungen kontinuierUche Punktionen der Ko- 
ordinaten des angezogenen (resp. abgestoBenen) Pxmktes, 
solange letzterer auBerhalb der anziebenden Masse liegt. 
Dagegen sind die Satze, die nber das Verbalten des Po- 
tentials nnd seiner Ableitungen im Unendlicben au^estellt 
sind (S. 38 — 40), dem Kewtonschen Potential eigentum- 

bcb. Sie beruben daranf, daB P’(p) gerade ist. Je 

nacb der Annabme nber /(p) kann XJ im Unendlicben 
verscb-winden oder ancb nicbt, nnd die Art, wie TJ sicb 
im ersteren Palle dem Werte Null nabert, ist im allge- 
meinen eine andere als beim Potential. 

Ancb die Laplacescbe Differentialgleicbung gilt allein 


fiir fiQ)=-i 
gesetz ^ 


BUden wir fnr ein anderes Anziebnngs- 


(7) AU=:^fffJcA[F(e)]dv, 


Tind soil A TJ fur eine beliebige Massenverteilung Yer- 
scbwinden, so mufi 

(7 a) ^TO] = 0 


sein. lS\m ist 

({-*)> 




daber 

Q dQ Q 



?y' 
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Setzt man diesen Wert von 2 l[jP(^)] in (7 a) ein nnd divi- 
diert durch— f(^), so folgt: 



also, wenn man integriert nnd die Integrationskonstante 
mit logO bezeiclinet: 

log ^/’(e)] + log(e®) = logc 

Oder 

f(e)-e^ = G, 

d. h. nur fiir das Newtonsche Gesetz gilt die Laplace- 
sche Differentialgleichung. 

Zusatz: Ist /’(g) -= q, also die Anziehung der Bnt- 
fernung proportional, so wird 

= ^U = -5M, 

wo M die gesamte wirkende Masse bezeichnet. 

Pur das neuerdings mehrfacb untersuchte Gesetz 


fur das 

wird, ergibt sich 



c) Die KrUftefunktion fiir Punkte innerhalb 

der wirkenden Masse bei dem Gesetz -4^ . 

Ob die Kraftefunktion U und ihre Ableitungen noch 
fur Punkte, die der wirkenden Masse angehSren, einen 
Sinn behalten, bangt lediglich von der Hatur der Punktion 
f{Q) ab. Ist diese Punktion auch fur g = 0 endliob, so 
kann man die Ausdrucke fur U sowie fiir die ersten und 
zweiten Ableitungen von U ohne weiteres auch auf Punkte 
einer ralumlichen Masse anwenden. Anders aber verhait 

Wangerin, Theorie des Potenti^^jL, ^ ^ ® 
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sich die Saclie,. wenn for $ = 0 die Funktioii fig) unend- 
lich wird. Von besonderem Interesse ist hier der Fall 

( 8 ) 

wo p irgend eine positive Zahl ist |jp = 1 bildet insofern 

^e Ansnabme, als dann F(q) = log wird]. 

Wir wollen zunacbst nntersucben, iiir welche Werte 
von p die Kraftefunktion einer raumlicben Masse, die 
dnrdi (6 a) gegeben ist, nocb einen endlioben Wert besitzt, 
wenn der Punkt J.(a!, y, 2 ;) der Masse angehOrt. Zu dem 
Zwecke scblieBen wir, wie S. 52—53, znnachst die un- 
mittelbare Umgebung des Punktes A von dem Integrations- 
gebiet ans, indem wir una J. eine beliebige geschlossene 
FiacbeJ bescbreiben und die Integration fiber das zwiscben 
£ und der aufieren Grenzflacbe liegende Volumen er- 
strecken. Zugleicb ffibren wir, wie S. 53, ranmliche Polar- 
koordinaten mit A als Anfangspunkt ein, so geht der 
Ausdruck (6a) fiber in: 

1 frricQ^dgsiD.'d'd'd'dq;' 

1 ('f(‘7cdQmx'dd^d(p 

^ p^JJJ ’ 

und zwar ist nacb g zu integrieren von g — 3 bis g = gi , 
wo 3 und Pi die Abstfinde der Punkte B und von A 
bezeichnen, in denen der Badius von der Bicbtung <p 
die Flacbe £ und die aufiere Grenzflfiobe der Masse 
schneidet. Wenn nun p ^ 3 ist, so stebt in dem Integral 



(9a) 



eine positive Potenz von g oder die nullte Potenz, und 
daber bat das Integral (9 a) aueb fiir ^ = 0 einen be- 
stimmten endlieben Wert. Dasselbe gilt aucb nocb for 



Kap. 1. Anziehung nach versohiedenen Gesetzen. 115 


Werte von p zwisclien 3 und 4, Denn die Anwendnng 
des Mittelwertsatzes gibt: 

(91>) - Mm j-^, - M(k) ■ 

1st 4 — p > 0 , so ist fur d = 0 anch <5*-^ = 0 , nnd da 1e 
seiner Bedentung nach eine uberall endlicbe Funktion der 
Koordinaten ist, so ist M Qc) , der Mittelwert von le , stets 
endlich. Anch bier hat also das Integral (9) fur d = 0 
noch einen bestimmten endlichen Wert, und dieser Wert 
ist unabhangig von der Art und Weise, wie d = 0 wird, 
d. h. unabhangig von der Art, wie die AbsehlieBungsfiache 
K sich zum Punkte A zusammenzieht. 

Ist jedoch p>4, so stellt <5*“^ eine negative Potenz 
von <5 dar, fiir 5 = 0 wird daher 5*“^ unendlich. Pur 
p = 4 wird die rechte Seite von (9 b) 

Jf (fc) [logei — log 5] , 

also ebenfalls = oo fiir 5 = 0. — Man sieht ferner, dafi JJ 
auch nicht unbestimmt wird, dadurch etwa, dafi das Integral 
eine Summe von positiven und negativen unendlich grofien 
Summanden darstellt. Denn ist Tc uberall positiv, so auch 
M{k) , und sin# ist, da nach # von 0 bis zu integrieren 
ist, ebenfalls positiv. Die Glieder, die unendlich grofi 
werden, haben also samtlich das gleiche Zeichen. Palls 
aber k innerhalb der Masse sein Zeichen wechselt, teile 
man das Integral TJ in zwei Integrale, deren eines die 
Baum teile mit positivem Tc umfafit, das andere die mit 
negativem k. Liegt A in dem ersten Eaumteil, so hat 
das zweite Teilintegral einen bestimmten endlichen Wert, 
der von 5 ganz unabhSngig ist, sich also mit 5 = 0 nicht 
andert, das erste Teilintegral aber wird aus dem oben 
erSrterten Grunde unendlich grofi. STur wenn A gerade 
an der Grenze beider Eaumteile liegt, wird TI unbestimmt. 
Wir sehen also: TJ behalt stets einen bestimmten end- 
hehen Wert, wenn p <.4:-, U verliert aber for Punkte der 
Masse seinen Sinn, wenn p ^ 4 ist. 

d) Die Anziehungskomponenten fiir Punkte der 
Masse bei dem Gesetz l:p^. 


8 * 
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Die X-Komponente der Anziehung ist 


( 10 ) 




J 


also nach Eiiifulirung von Polarkoordinaten mit A ais 
Anfangspunkt und der PariiUelen. zur a;-Aolise als Aohse 
der Polarkoordinaten: 


dU fCfTcQ^dQQO&'&sm'd‘d'&d<p 
(10a) X = -^ = jjj ^ 


Wird wieder die Unigebiing des Pnnktes A vom Inte- 
grationsraum ansgeschlossen, so haben wir an Stelle des 
Integrals (9 a) bier das Integral 


(10b) 



Damit dies aucb fiir <5 == 0 einen bestimmten endlichen 
Wert hat, muB 

p-2<l, p<3 

sein. Wir kdnnen hier aber nicht behaupten, daB fur 
p ^ 3 X = oo wd. Denn wenn auch das Integral (10b) 
nnendlich wird, so besteht, wegen des Faktors oos^ , X 
aus einer Summe von Gliedern, die teils positiv, teils 
negativ uiiendlioh sind, wenigstens solange A im Innern 
der Masse liegt. X wird nur vollig unbestimmt. Palls 
jedoch A auf der Grenzfiache der Masse liegt, so liegt 
die AbschlieBnngsfUlche K ganz auf einer Seite der in A 
an die Grenzfiache gelegten Tangen- 
tialebene. Die Integration nach •& , tp 
ist daher nicht, wie fiir innere Punkte, 
Tiber eine Kugelflache zu erstrecken, 
sondern nur fiber eine Halbkugel. Legt 
man zugleich die X-Achse so, daB 
sie mit der inneren Iformale der Grenzfiache in A zu- 
sammenfallt, so ist nach & von 0 bis zu integrieren, 
cos^ ist also innerhalb der Integrationsgrenzen positiv. 
Zugleich kann man die AbschlieBungsflache K von vorn- 
herein so klein, wahlen, daB Te innerhalb derselben sein 
Zeichen nicht andert. Dann stellt fur p ^ 3 und d = 0 



Fig. SS. 
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das Integral fur X eine Summe von Gliedern dar, die 
samtlich einerlei Vorzeiclien haben und, absolut genommen, 
unendlieh groB sind. Jenes Integral wird also unendlieb 
groB. Wir baben damit den Satz, der fur konstante fc 
zuerst von GauB ausgesprochen ist: 

Satz. Eine raumliche Masse, die einen auBeren 


Punkt nacb dem Gesetze — anziebt, wo n > 3 , iibt 


auf einen Punkt der Oberfiacbe eine unendbcb groBe 
normale Anziebung aus. 

Was den unbestimmten Wert von X fur Punkte 
innerbalb der Masse betrifft, so laBt sicb zeigen, daB es 
sicb bier nicbt um eine scbeinbare Unbestimmtbeit bandelt, 
wie bei den zweiten Ableitungen des Newtonscben Po- 
tentials , sonderu daB X fur p ^ 3 keiuen bestimmten 
Sinn mebr bat. Zu dem Zwecke betracbten wir den Pall 
eines konstanten Tt und nebmen als AbscblieBungsMebe 
K eine um A mit dem Eadius d bescbriebene Kugel, so 
wird fiir p > 3 das Integral (10 b) 


Pi 



<s 




daher, da d von O' und cp unabhangig ist, 




Nun ist, da nacb i? von 0 bis ;;r, nacb cp von 0 bis 27 t 
zu integrieren ist, 

//sin# cos# d'&dcp = 0 , 


daber zunacbst fiir jedes d> 0: 

h ff sin# cos# d# dcp 

(11 ) X- - --gjj , 

und laBt man jetzt 5 = 0 werden, so bebSJt X einen be- 
stimmten endbcben Wert. 

Das trifft aber nur fiir die angenommene AbscblieBungs- 
flSicbe zu. Wablt man fur letztere statt der Kugel z. B. 
die PlSiCbe i 

5 = fi(l -f m cos#) 


1 
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WO e eine sehr kleine GroBe, n eiae positive ZaM < 1 be- 
zeichnet, so tritt an die Stelle der Gleicbung (11) die folgende : 


(11a) 


X-- 


'’8ini?cos^di?d9Ji 


-IP 


er^ 


7 


Nun ist 

ff(l + n eos'd') sin# cos# d^S,<p = nin 

und 

£3>-3 


wird, wenn w von s unabbangig ist, = oo f fir s = 0 , w^hrend 
wenn n von e abbangt, das Integral jeden beliebigen Wert 
annehmen kann, je nacb der zwischen n und e angenommenen 
Beziebung. Ibnlicbe Scblusse warden sicb aucb fur andere 
AbscblieBungsflacben ergeben. Der Wert von X fur p > 3 
ist also vdllig unbestinimt, nambcb abbangig von der 
Natur der Flacbe K, die die TJmgebung des Punktes A 
vom Integrationsgebiet ausscbUeJJt und sicb nacbber zum 
Punkte A zusammenziebt. Dasselbe Eesultat laBt sicb 
aucb fur p = 3 in abnlicber Weise ableiten. 

Anmerkung 1. DaB X aucb fur Punkte der Masse 
gleicb der Ableitung der Elraftefunktion nacb X ist, laBt 
sieb strong genau ebenso zeigen, wie fur den Pall p = 2 
(s. S. 55), vorausgesetzt, daB X einen bestimmten end- 
Ucben Wert bat. 

Anmerkung 2. Pur den PaU einer homogenen Kugel- 
sohale lassen sicb die Integrale fiir TJ und X ausfubren, 
falls man Polarkoordinaten einfubrt, deren Acbse durcb 
den Punkt A gebt. 

e) Das Anziebungsgesetz l:g^ fur Massen, die 
auf Fiacben ausgebreitet sind. 

Wir woUen zunacbst deb speziellen Fall einer bomo- 
genen Kreisfiacbe betracbten, die einen senkrecbt uber dem 

Mittelpunkte gelegenen Punkt A nacb dem Gesetze — an- 

ziebt. Es ist das dieselbe Aufgabe, die S. 15 ff. fur das 
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IT ewtonsche Anziehungsgesetz behandelt ist. Mit den dort 
eingefuhrten Bezeichnungen haben wir (fur p ^ 1) : 

< s. 


( 12 ) 


0 

_ x2ji3 I 1 1 ' 

P - 1 (yjR2+^)^~^, 


Liegt A anf der poBitiven z-Achse, so "wird 


(12a) 1 

ITahert sicb der angezogene Punkt der Flache immer mehr 
und wird schliefilich z = 0, so siebt man, daB \Z\~oo 
wird fur p > 2 . 

Die Kraftefunktion der anziehenden homogenen Kreis- 
flSiche wird, falls z wieder positiv ist, 


(13) { 


R 


J7- 


rdrdcp 


0 0 
27t7i 


(P - 1T(P - 3) ' ’ 

wahrend fur p = 3 

(13a) U == [logl/S® + z* - logz] 

p — 1 


ist. Fur p ^3 und z = 0 wird also U unendlich. 

Das Eesultat lafit sicb auf eine nicbt homogene Kreis- 
fl3iche ausdebnen, wobei angenommen werden m6ge, daJJ x 
uberaJl das gleicbe Vorzeicben baben mSge, und zwar sei x 
positiv. Hier wird 

2jr JR 

^ 1 r/‘ >irdrdep 
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Setzt man in (13b) fiir k seinen kleinsten Wert und 
nennt Fj den zugeborigen Weit von 17, so ist TJiKTJ , 
wSihrend, wenn fur y. sein groBter Wert genommen nnd 
der zugehSrige Wert von U mit bezeiebnet vrird, V^yTI 
ist; also ist fur jeden Wert von z~. 

Ui <^U \ • 

Bleiben nun Ui und auch fur «; = 0 endlieb , so gilt 
das gleicbe fur U , wShrend 77 = <x> wird, wenn Ui und 
Ui es werden. Fur 77^ und U^ aber gilt, da Xi und kon- 
stant sind, das vorige Eesultat, mitbin gilt es auch fur 77. — 
Auf die absoluten Werte von Z laBt sicb dieselbe Argu- 
mentation anwenden. 

Handelt es sicb weiter um eine beliebige anziebende 
Fiacbe, so teile man diese genau wie S. 91 in zwei Teile 
und beschranke, wie dort, die TJntersucbung auf den Teil I. 
Nimmt man den S. 91 definierten Kreisradius unendlich 
klein an, so wird der Flaebenteil I unendlich klein: Eine 
unendlich kleine Flache aber kann man als in der Tan- 
gentialebene liegend anseben, da das Lot, das von einem 
dem Berubrungspunkte unendlich naben Flachenpunkte 
auf jene Ebene gefallt wird, unendlich klein von der 
zweiten Ordnung ist. Ersetzt man aber den unendlich 
kleinen Flaebenteil I durch den entsprechenden Teil der 
Tangentialebene, also durch eine ebene Kreisfiache, so 
kann man das fur eine Kreisfiache abgeleitete Eesultat, 
das auch fur unendlich kleine Werte von B giiltig bleibt, 
anwenden. Fur unendlich kleine B ist ferner die obige An- 
nahme, daB x innerhalb des Kreises uberall gleiches Vor- 
zeichen hat, von selbst erfuUt. 

Somit sehen wir, daB bei Fiachen, die einen Massen- 

punkt nach dem Gesetze anziehen, die Kraftefunktion 

fiir einen in die Fiache fallenden angezogenen Punkt nur 
endlich bleibt, falls p < 3 , die normale und damit auch 
jede nicht in die Tangentialebene fallende Anziehungs- 
komponente aber nur dann, wenn p ^ 2 ist. 

Anmerkung. Fur eine homogene Kugelfiache 
ergibt sich das Eesultat ebenfalls durch direkte Eech- 
nung. 
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f) Die zweiten Ableitungen der Kraftefunktion 
raumlicher Massen fur Punkte der Masse bei dem 


Anziehungsgesetze 


Wir benutzen eine abnlicbe Transformation wie bei 
den zweiten Ableitungen des Newtonschen Potentials. 
Liegt zunacbst der Punkt A{x,y,z) auBerbalb der 
Masse, so wird; 



1 

v-X 






-d^dfid^ . 


Durcb Anwendung des HOfssatzes I, S. 60, folgt bieraus: 


(14) X 


dZf 1 n'TceosiN, ^)do 1 

dx p — lJJ 


Urn diese Formel aucb auf einen Punkt A der Masse an- 
wenden zu kdnnen, miissen wir A durcb eine Abscbbefiungs- 
fiacbe E vom Intepationsgebiet aussobUeUen, und da jene 
AbscblieBungsfiacbe mit zur Greuze des Intepationsgebiets 
gebdrt, so zerfailt das erste Integral auf der recbten Seite 
von (14) in die Summe zweier Intepale, eines, das 'uber 
die auBere Grenzfiache G der Masse, und ein zweites, das 
fiber E zu erstrecken ist. Pur das letztere Intepal ist E, 
die auBere Uormale des Intepationsgebiets, die nacb dem 
Jnnern von E gericbtete Normale. Ist E' die auBere 
BTormale von E , so ist (E, i) = n — (E', |) , und das in 
Bede stebende Intepal wird, wenn wir nocb, wie vorber, 
den von A nacb einem Punkte von E gezogenen Badius 
mit 6 bezeiebnen; 


(14a) 




Tccos{E', |)do 


Das Piacbenelement do von E drucken wir mittels der 
Gieicbung (10), S. 66, durcb seine Projektion auf eine Kugd 
vom Badius 1 aus: 


do = 


008(2?"', ^) ’ 
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SO geht (14a) uber in: 

(w») 

1st nun p < 3 , so wird fiir d = 0 ancb das Integral (14 b) 
== 0 , und zwar gleichgiiltig, welcbe Fiache K wir zugrunde 
gelegt batten, und wie sicb diese dem Punkte A nabert. 
Fur p == 3 und p > 3 dagegen Yerschwindet das Integral (14 b) 
fiux <5 = 0 nicbt, sdn Wert ist von der Natur der Fl^che if 
und der Art, me sicb diese zum Punkte A znsammenziebt, 
abhangig. Wir erkennen daraus, daB die Formel (14), in 
der das erste Integral recbts nur fiber die auBere Grenz- 
flacbe der Masse zu erstrecken ist, fur Punkte der Masse 
ebeiifalls gilt, aber nur, falls p < 3 . 

■OTbrigens lebrt diese Betracbtung aufs neue, daB fflr 
Werte you p zwiscben 3 und 4 (4 ausgeschlossen), ffir die 

^ Jr 

ja, falls -vv fibexall endbcb ist, das zweite Integral auf 

der recbten Seite von (14) nocb einen bestimmten endbchen 
Wert bat, X fur Punkte der Masse vollig unbestimmt wird. 

Durch die Formel (14), die, wie gezeigt, fur p < 3 aucb 
ffir Punkte der Masse gilt, ist X als Summe zweier Krafte- 
funktionen ausgedruekt: 

(> 5 ) Z-^-W,+ W,, 


nambcb der Kraftefunktion Wj einer auf der auBeren Grenz- 
flache mit derDicbtigkeit — fc cos(X, I) ausgebreiteten Masse 
und der Kraftefunktion Wg einer raumbcben Masse von der 


Dicbtigkeit 

(15b) 


jj. Aus (15) folgt: 

dX _ W _ dWi 3Ws 
dx Sx d® 


Fur Punkte A im Innern der Masse bat 


dx 


einen be- 


stimmten endlicben Wert, da A ja auBerbalb der auf der 
Grenzflacbe ausgebreiteten Masse liegt, ^ bat einen end- 
licben Wert, da p < 3 ist, Mitbin bleibt f fir p < 3 auob 
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d^U dk 

endlicli, vorausgesetzt mir, dafi in dem betrach.- 

teten Punkte A endlieb ist. Enckt dagegen A an die Sufiere 
Grenzflache der Masse, so "wird nach den in e) abgeleiteten 

d Wi BW 

Eesnltaten — o®, sobald p> 2 ist, wahrend for 

alle 2> < 3 endlieb bleibt. Pur Punkte der GrenzMohe 

B^TJ 

der Masse wd daber ■= <x > , sobald j) > 2 ist. 


Kapitel 2. 

Ermittelnng yon Anziehnngsgesetzen mit bestimmten 
Eigenschatten. Korper groBter Anziebung. 

a) Wir wissen (s. S. 26), dafi eine Ton zwei konzen- 
triseben Kugeln begrenzte Sebale, deren Dicbtigkeit nnr 
Ton dem Abstande yom Mittelpunkte abbangt, bei Zn- 
grundelegung' des Newtonseben Gesetzes auf einen Punkt 
des inneren boblen Baumes gar keine Anziebung ausiibt. 
Wir fragen, ob das Newtonsebe Gesetz das einzige ist, 
das diese Eigensebaft bat. 

Zur Beantwortung der Prage geniigt es, statt der An- 
ziebung der Sebale die einer bomogenen Kugelflaebe zu 
betraebten. Denn einerseits mufi, wenn von keiner der- 
artigen Sebale eine Wirkung ausgeubt werden soil, das- 
selbe aueb fur eine unendbeb diinne Sebale, d. b. fur eine 
KugeKlaebe gelten. tJbt andererseits die Kugelflaebe keine 
Wirkung aus, so gilt ein Gleiebes Ton der Sebale Ton end- 
Ueber Dieke, die man ja dureb konzentrisebe Kugeln in 
unendlicb diinne Scbalen zerlegen kann. Wir fragen daber : 
Welobe Porm mufi das Anziebungsgesetz /■(§) baben, damit 
eine bomogene Kugelflaebe auf einen inneren Punkt keine 
Wirkung ausubt! 

Werden raumliebe Polarkoordinaten eingefubrt, deren 
positiTe »-Aebse dureb den angezogenen Punkt A geht, 
und ist z der Abstand des Punktes A Tom Kugelmittel- 
punkte, jB dor Kugelradius (B> z), so ist naeb (6b), S. Ill, 
die Kraftefunktion „ 

(1) O' = « jp(e) sini? d'Bdip, 
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worin jF(p) die durch Gleichung (3), S. 110, definieite Funk- 
tion bezeicknet, und es ist 

(2) = jB® - f- _ 2i2« cosi? . 

Da Q voa cp unabhangig ist, kann man die Integration 
nacb (p ansfuhren. Die Integration nacb ^ ferner ersetze 
Tnfl.li durcb eine solcbe nacb q, so rnTd 

q = B — s fur ^ = 0, 

q = E-\- z fiir •& = n , 

und daher 

R-\-z 

(3) 

k-z 

Wenn man das unbestimmte Integral 

( 4 ) fF(Q)edQ = 0 (q) 

setzt, so -wird 

(5) j7 = 2^ ^ 

und die auf den Punbt A ausgenbte Kraft, die die Bicb- 

^ XJ 

tung der a-Aehse hat, ist . Soil auf den Punkt A keine 
Wirkung ansgeiibt werden, so muB 

(6) ^ {^ ^{B + z)-b{B-z ) \ _ ^ 

sdn Oder 

(6a) ^{B + a) - <P(jB - «) = « • W{B) , 

wo W{B) eine willkiirliche Funktion von B bezeichnet; 
und die Gleichung (6 a) muJJ, falls unsere Forderung fur 
jede homogene Kugelfiache erfuUt sein soU, fur beUebige 
Werte von B und alle a<JS gelten. Unsere Frage re- 
duziert sich daher auf folgende: Welchen Wert muB die 
Funktion 0 haben, damit zwischen zwei unabhangigen 
Veranderlichen F , a die Belation (6 a) bestehen kann. Ifun 
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gilt fur die linke Seite von (6 a), welches aueh der Wert 
von 0 sein mag, die Gleichnng: 


+ e) - 0{B - z)] 8i[0{B + z) - 0{B ~ z)] 

' ' dB^ ■ dz^ 


mithin mnS auch 


( 8 ) 

d. h. 
(8a) 


dB^ dz^ 


dB^ 


= 0 


sein, also, da z von 0 verschieden ist, 

(9) T{B) = iAB + 4jB , 

wo A und B willkurliche Konstante sind. Somit geht 
(6a) fiber in; 

10) 0{B + «) — 0{B — z) = iAzB 4- 4J5i8 . 

Setzt man hierin 

(11) B-\-z — u, B~z = v, 
so erhSlt man 

0{u) — 0(p) = A{u^ — t?*) 4- 2B{'U — v) 

Oder 

(12) 0{u)-Au^-2Bu = 0iv)-Av^-2Bv . 

Da B und z unabhangige Yeranderliche sind, sind es auch 
u und V, denn man kann ja z. B. B und z so findern, 
daU B — zt unverandert bleibt, B z aJlein sich findert, 
und umgekehrt. Soil Gleichung (12) aber ffir beliebige, 
voneinander unabhangige Verfinderliche «, v bestehen, 
so mufi jede Seite einer Konstanten 0 gleich sein; denn 
differentiiert man nach u, so wird die rechte Seite, und 
dilferentiiert man nach v, so wird die linke Seite =0- 
Wir haben also fur beliebige positive Argumente: 

(13) 0{v)^Au^ + 2Bu + O , 
also auch 
(13a) 


0{ q ) = A.g®-l-2Bg-|-0 . 
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Die Differentaation von (13 a) ergibt mit Eiicksicht auf (4): 

OjQ 

F{e)==2A + -^, 
daher Tvegen Gleichung (3) S. 110: 

2B 

rie) — m jr. 

2 B 

(14) m - i 

das ist aber das Ne’wtonsohe Gesetz. Wir haben daber 
das Eesultat: 

Das ITewtonsche Gtesetz ist das einzige, bei dem 
eine von zwei konzentriscben Kugeln begrenzte Schale, 
deren Dichtigkeit nur von dem Abstande vom Mittel- 
ptinkt abhangt, auf einen Punkt des inneren bolilen 
Eaumes keine Wirkung ausiibt. 

Anmerkung. Bei der vorstebenden Argumentation 
ist vorausgesetzt, dafi die Anziehung allein von q abhangt. 
Mmmt man aber an, daJ3 die Anziehung auch von der 
GroBe des Kugelradius B abhangt, daB also sehon die 
Punktion f{Q) und daher auoh die Funktionen F{q) und 
0(q) neben q noch B enthait, so bleibt zwar die Gleichung 
(6 a) bestehen, es gilt aber nioht mehr die Gleichung (7). 
Diesen Fall vreiter zu verfolgen, hat kein besonderes 
Interesse. 

b) Das ITewtonsche Gesetz hat ferner die Eigenschaft, 
daB eine von zwei konzentriscben Kugeln begrenzte Schale, 
deren Dichtigkeit sich nur mit dem Abstande vom Mittel- 
punkt andert, einen auBeren Punkt so anzieht, als ware 
die Masse der Schale im Mittelpunkte vereinigt. Wir 
wollen untersuchen, ob das Newtonsche Gesetz das ein- 
zige ist, das diese Eigenschaft besitzt. Dabei kdnnen wir 
xms aus demselben Grunde, wie in a) (siehe S. 123), auf 
eine anziehende Kugelfiache beschranken. 

Benutzen wir dieselbe Bezeichnung wie in a), so tritt 
hier gegen a) nur der Unterschied ein, daB fur auBere 
Punkte z> B. Bei Berechnung der Ifraftefunktion TT 
wird daher die untere Grenze des Integrals (3), die ^ = 0 
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entspricht, e —R-, denn q ist die positive Wurzd der reeli- 
ten Seite von (2). Naoh Einfnhrung der Funktion (P(p) 
[Gleichung (4), S. 124] wird daker in nnserem Falle 

(15) U = 27tx~[0(is+R)-^{s-R)]. 

Andererseits ist die Kiaftefunktion eines einzelnen im 
Mittelpunkt der Kngel gelegenen anziehenden Punktes, 
in dem die Masse der Kugelflaehe, d. h. AjtxR% konzen- 
triert ist: 

(16) Ui = 4::!t}tR^F{r) , 

Tvo r den Abstand des angezogenen Punktes vom Mittel- 
punkte bezeichnet. Soil der angezogene Punkt unser 
Punkt A(0 ,0,2!) sein, so ist »• = 2 ! , also 

(16 a) = 4nxR^F(is) . 

Sollen die Kugelflacbe und der Massenpunkt auf A eine 
Wirkung von gleicher GroBe und Eicbtung ausiiben, so muB 

dU dU^ 

Bg dg 

sein, d. b. 

(17) A- / ^(g+-B)-^(g--B) \ _ 2.B 

' d z \ g f dg 


Oder, wenn man nach g integriert und die Integrations- 
konstante, die ja von R abbangen kann, mit W{R) be- 
zeicbnet: 

(17a) 0(g +R)- 0(ii -R) = 2R gF{g) + « ¥{R) . 

Diese GMcbung muB wieder fur beUebige R und be- 
bebige g> R gelten. Werden aber R und g als unab- 
hangige Veranderlicbe angeseben, so gilt fiir die bnke Seite 
von (17 a) wiederum die Gleicbung (7), Es mussen also 
aucb die zweiten Differentialquotienten der recbten Seite 
nacb g und nacb R einander gleicb sein, d. b. 


(18) 

Oder 
(18 a) 


^^~d¥~ = ^-dR^- 

1 d^[gF{g)\ 1 d^W{R) _ 
z ' d'g^ 2R dR^ ’ 
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und da z -and B uuabhaugige Verauderliclie sind, so muB 
"wie vorher (S. 126) jede Seite von (18 a) einer Konstanten 
gleicb sein. Bezeiehnen wir diese mit —3(7, so "wird 
demnach 


(19) 


d2[»J’(2)] 

dz^ 


weiter, wenn Gi und (7g neue Konstante sind, 
dz 


zFip) •|■^7«* + ^7l^ + (72 , 

(19a) J’(«) = - i (7«« + (7i + ; 


und da endlich nacli (3), S. 110 


m = -r{z) 

ist, so -wird 

( 20 ) f{z)=^Oz + ^, 

also auch 

(20a) f{Q) = G Q . 


Fiir (7 = 0 gibt (20 a) das Uewtonsobe Gesetz, dagegen fdr 
Gg = 0 eine Anziehung (oder fur negative (7 eine AbstoBung) 
direkt proportional der Entfernung. Wir haben also fol- 
geudes Resultat: 

Das ITewtonsche Gesetz ist nicht das einzige, bei 
dem eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte 
Schale, deren Diehtigkeit nur eine Punktion des 
Kugelradius ist, einen SuBeren Punkt so anzieht, 
als -ware die Masse der Schale im Mittelpunkte ver- 
einigt. Es teilt diese Eigenschaft mit dem Gesetz, 
bei dem die Anziehung, resp. AbstoBung z-weier 
Massenpunkte ihrem Abstande direkt proportional ist. 


0) Der K6rper grSBter Anziehung fur das An- 
ziehungsgesetz . 

Die zu behandelnde Prage ist folgende: Welche Ge- 


stalt muB ein Korper von gegebenem Volumen und ge- 
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gebener konstanter Dicbtigkeit besitzen, um anf einen 
materiellen Punkt eine moglichst groBe Anziehung aus- 
znuben? 

Dabei kann man die Eicbtnng der Kraft als gegeben 
annebmen, Denn durch Drehnng des mit dem angezogenen 
Punkte A fest Terbunden gedachten Kdrpers um den 
Punkt A kann man die anf A ausgeiibte Kraft in jede 
beliebige durcb A gelegte Linie fallen lassen, 

Macbt man A znm Anfangspnnkt der Koordinaten 
und die Eicbtnng der E^raft znr positiven aj-Acbse, so 
musseb sicb die von den verscbiedenen Massenelementen 
dpi herriibrenden, znr iu-Acbse senkrecbten Komponenten 
anfbeben; von der Anziebnng, die ein beliebiges Element 
dpi anf A ansnbt, ist also nnr die a?-Komponente wirksam. 
Diese ist, wenn rj, C die Koordinaten von dfi sind: 


( 21 ) 




Da alle dp. positiv sind, so bat X das Vorzeicben von ( . 
Ancb n immt |X | ab, wenn bei festgebaltenem f der Ab- 
stand des Elements dp von der a?-Acbse ver- 

groBert wird, Perner kann die a?-Achse nicbt ganz auBer- 
balb der anziebenden Masse liegen, weil siob dann die zn 
a? senkrecbten Komponenten nicbt anfbeben warden, cs 
muB vielmebr die Grenzflacbe der Masse schneiden. 

Dies voransgeschickt, betracbten wir eine Masse von 
konstanter Dicbtigkeit, die von einer geschlossenen Flaebe 
F begrenzt wird, and fragen, wie man die Gestalt der 
Masse andern kann, obne Volumen nnd Dicbtigkeit zn 
andern. Bs kann das nicbt dadnrcb gescbehen, daB man 
im Innern gelegene Massenteile beransnimmt nnd sie auBen 
an irgendeiner Stelle von F anfngt; denn dadnrcb wurde 
im Innern ein Eanm von der Dicbtigkeit Knll entstehen, 
und die Dicbtigkeit wtirde nicbt mehr uberall die gleicbe 
sein. Man kann daher die verlangte Anderung nur so 
vornebmen, daB man Massenelemente, die nnmittelbar an 
der Grenzflacbe F liegen, aus ihrer SteUe entfernt nnd 
sie an einer anderen Stelle von F der Masse wieder an- 
fiigt. Durcb Wiederbolnng dieser Operation kann man 
allmabHcb der Masse eine andere Form geben, obne daB 

Wangerin, Theorie des Potentials L 9 
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sicli DicMigkeit imd Volumen andern. Soli nun die ur- 
sprftngliclie Masse ein Kdrper grdfiter Anziehung sein, 
so mull seine Grenzflache so bescbaffen sein, daH durch 
die bescMebene Verlegnng ron Massenelementen der Ober- 
flkcbe die Z-Komponente der Anziebnng stets verkleinert, 
nie vergroBert wird. Dazn ist zuerst ndtig, daB die ganze 
Masse auf der Seite des positiven x liegt. Denn fiir ein 
Massenelement d/t, dessenaj-Koordinatenegativist, istnach 

(21) X negativ. Durch Verlegnng von dfi nach irgend 
einem Punkte mit positivem I wurde das Vorzeichen von 
X geandert, also X und damit die gesamte Kraft, die ja 
die Eichtung +aj hat, vergrdBert. Pur den Kdrper grofiter 
Anziehung muB daher F ganz auf der Seite der positiven 

X liegen. Ferner ist erforder- 
lich, daB fiir gleiche Massen- 
elemente, die an verschiede- 
nen Stellen von F liegen, die 
X-Komponente der Anziehung 
den gleichen Wert hat. Um 
das nachznweisen, betrachten 
wir zwei gleiche Massenele- 
mente , die an den 

Stellen P und P^ von F liegen, 
und bezeichnen die Z-Kompo- 
nenten der von dji und d^Uj auf A ausgeiibten Anziehung 
mit Z und Zj, ferner mit X' die Komponente der An- 
ziehung, die dfjt ausuben wurde, wenn es von der Stelle P 
fortgenommen und in P^ von auBen an F angesetzt wurde. 
Kach dem oben Gesagten sind die aj-Koordinaten von P und 
Pi positiv, daher auch Z , Z^ , Z' positiv. Fach der Ver- 
legong von d/i nach Pi haben die Elemente d^w und dfii 
dieselbe tc-Koordinate dagegen hat dfi, das von auBen 
an F angelegt ist, einen grdBeren Abstand von der a-Achse 
als djMi, das von F aus nach innen liegt; folglich ist 

(22) X'<Xi, 

wenn auch der Unterschied beider nur unendlich klein 
ist. War nun Z < Z^ und der Unterschied zwischen Z 
und Zj ein endlicher, so ist 

(23) Z < Z' . 
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Denn X' ist zwar kleiner als , unterscheidet sicf aber 
von Xi nnr um nnendlicb kleines, wahrend X <^Xi nnd 
der UnteracMed beider endlioh ist. Bei der Annabme 
X <Xi wiirde also dnrcb die besehriebene Verlegnng von 
d/Lt eine Vergrofiemng der Anziehung parallel « erfolgen. 
Bei der Annabme X> Xi erhait man ebenso eine Ver- 
groSerung der Z-Komponente, vrenn man von 
nacb P verlegt. Bei beiden Annahmen kann also dnroh 
Verlegnng von Massenteilchen eine VergroBerung der X- 
Komponente der Anziehung herbeigefuhrt verden, was 
bei dem Kdrper grSBter Anziehung nieht der Fall sein 
darf. Wenn dagegen X=Xi ist, so wird nach (22) so- 
wohl durch die Verlegnng von d/t nach Pj , als dnreh die 
Verlegnng von dju^ nach P stets eine Verkleinemng der 
X-Komponente hervorgebracht. Bei dem Kdrper grSBter 
Anziehung muB das nun fur zwei an beliebigen Stellen 
von P liegende Elemente dju = dfi^ der Fall sein, d. h. 
fiir den K6rper grdBter Anziehung muB die Grenzfiache 
F die Eigenschaft haben, daB gleiche Massenelemente d/i , 
die an verschiedenen Stellen von F liegen, die gleiche 
X-Komponente der Anziehung besitzen. 

Banach ergibt sich die Gestalt der GrenzflM.che F des 
Korpers grdBter Anziehung unmittelbar aus (21). Sind 
I , j; , f die Koordinaten eines beliebigen Punktes von F , 
so muB 


(24) 


I 

+ + 


== konst. 


sein, Oder wenn die Konstante, die ja positiv sein muB, 
da I positiv ist, mit bezeichnet wird: 


(24a) + + = . 

Die Fiache F ist also eine Eotationsflache, die die Biich- 
tung der Ejraft zur Achse hat. Die FlSiChe schneidet die 
a!-Achse in den Punkten 1=0 und | = a; der an- 
gezogene Punkt A liegt also auf der Oberfiache des 
Kdrpers, der auf ihn die grSBte Anziehung ausubt. Da- 
mit die Anziehung, die A erleidet, nieht unendlioh groB 
wird, muB nach S. 117 p < 3 sein. 


9 * 
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Ftii das Newtonsche Anziehungsgesetz p = 2 wird 
die Grenzfiaclie des Kdrpers grofiter Anziehung 

(24b) + = 

Damit (24 a) eine Kugel darstellt, muB p = 1 seia. Also 
nur bei einer Anziehung umgekebrt proportional der 
ersten Potenz des Abstandes ist die Kugel ein K6rper 
grdfiter Anziehung, fiir andere Gesetze, insbesondere aucb 
fur das Kewtonscbe Gesetz aber nicbt? 

Wir wollen noch die Anziehung, welche der Korper 
grSBter Anziehung auf seinen Pol A ausubt, berechnen 
und sie vergleiehen mit der Anziehung, die eine Kugel 
von gleichem Volumen und gleicher Dichtigkeit auf A 
ausiiben wurde. Zu dem Zwecke fuhren mr Polarkoordi- 
naten ein mit der ®-Achse als Polaraehse, setzen also 


f=0cos#, j; = gsin^cosg? , f = esiniJ'sini}? , 
so \rird, falls x die Dichtigkeit des Korpers ist, 
dfA, = xQ^dQaia'&dS^dcp . 

Setzt man diese Ausdrucke in (21) ein und integriert, so 
erhait man fur die gesamte auf A ausgeubte Anziehung A„ 

dg 8ia‘& cos'd d'd'd(p 


den Wert: 
(25) 


A„ 




f)P-2 


Die Grenzen der Integration sind folgende : ZunSohst 
ist nach g zu integrieren von g = 0 bis zu dem Werte g — r, 
der der Grenzfiache angehort (also r = AP in der Fig. 24, 
S. 130), und die Gleichung (24 a) gibt nach Einfuhrung 
von Polarkoordinaten fur r den Wert 

(26) — a? caad , r = a (cos#) ^ . 

[Speziell fiir das Kewtonsche Gesetz -wird 


(26a) r — a ]/cos# .] 

Ferner ist nach (p von 0 bis 2 w zu integrieren, nach 
# von 0 bis 4- w, da die anziehende Masse ganz auf der 
Seite der positiven |-Achse liegt. Da 
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von, 95 unabMngig ist, so wird 


(27) 




A, 


2}zy.a^-P /' 
'~~3-p j< 




{cos'&y Bin&d'd' 


3 — p 3 + P " 

Perner ist das Volumen der anziehenden Masse: 


(28) 


F = 


Q^dQsiD.'&d'&d<p 




sin^d# 


= ~a^l'(cc 


** sini? ~ — . 

3 3 + 2 ) 


Znm Vergleich -woUen wir die Anziebung A* berecli- 
nen, die eine bomogeAe Kugel von gleicbem Volnmen nnd 
gleicber Dicbtigkeit, deren Oberflacbe durcb A gebt, auf 
A austibt. Aj, wird durcb dasselbe Integral (25) wie A„ 
dargestellt, nur dafi die obere Grenze r von q nicht durcb 
(26) bestimmt wird, sondern durcb die Gleicbung der Kugel 
in Polarkoordinaten 

(26') r = 2B cos'd' , 


worin B den Kugelradius bezeicbnet. Demnach wird bier 


und 


( 27 ') 



(22e)s-P(cosi»)^-p 

3-p 


A]e = 


2ny{2Bf-‘» 

“”3-2) . 

0 


(cos#)^“)’sini9 dD- 


2n x{2Bf-» _1 

3 — 2 > 5 — 2 > ' 
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Soil die Ktigel gleiches Yolumen mit dem K6rper grdBter 
Anziehupg haben, so ist nacb (28) 


d. h. 




B 




2(3 + 2 ))- 


Durcb Substitutioii dieses Wertes gebt (27') fiber in 


(27") 




3-2> 


23-P 

5 — 2> 


P 

2(3 + 2)) 


i-jp 


Ans (27) und (27") folgt: 


(29) 


5-2) \ 2> / ■ 


Ffir 2) = 1 wild, in tfbereinstimmung mit dem oben 
ansgesprocbenen Resnltat, Aj = . Dagegen ergibt sicb 

ffir das ISTewtonscbe Gesetz p = 2: 


(29 a) 


An 5 ^ 1^25 

A^ ~ 3 ~ 3 ' 


Wir baben somit das Eesultat: 

Die grfiSte Anziebung, welcbe eine bomogene 
Masse nacb dem Newtonscben Gesetze anf einen 
Punkt ibrer Oberflficbe ausfiben kann, verbfilt sicb 
zu der Anziebung, die eine Kugel von gleicbem 
Yolumen und gleicber Dicbtigkeit auf einen Punkt 

ibrer Oberflficbe ausfibt, wie 3 :]/25. 

Anmerkung. Die Meridiankurve der GrenzfULcbe des 
Kfirpers grfiBter Anziebung ist, falls nicbt p =1 ist, in be- 
zug auf ihre Scbnittpunkte A und Aj mit der Botations- 
aclise nicbt symmetriscb. Aucb ist die Anziebung, die 
der KSrper auf A^ ausfibt, aufier ffir p = 1 , kleiner als 
die auf A ausgefibte Anziebung. 
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Kapitel 3. 

Das logarithmische Potential. 

a) Einfuhrung des logarithmischen Potentials. 

8. 112 — 113 ist gezeigt, daB im dreidimensionalen 
Eanme die Laplacesche Differentialgleichting fiir kein an- 
deres Anziehungsgesetz gilt als das Newtonsche. Daran 
anknupfend, fragen wir, wie in einer Mannigfaltigkeit von 
beliebig vielenDimensionen die anziehende Kraft beschaffen 
sein muB, wenn Mr die KrMtefunktion eine der Laplace- 
schen Gleiohnng analoge Eelation bestehen soil. Ans dem- 
selben Grunde wie 8. 112 konnen wir die Betrachtnng anf 
zwei Massenpunkte beschranken. 

Kehmen wir statt dreier Dimensionen deren n, so 
seien ^2 > • • • ? Koordinaten des anziehenden, 

^ 1 ? ^2 j • - • ) angezogenen Punktes; der Abstand 

beider sei also: 

( 1 ) 


Die Kraft, mit der der erste Punkt den zweiten anzieht, 
sei fig), ihre Komponenten also: 


( 2 ) 

Setzt man: 

(3) 

so wird, da 


ist: 

{2a) 


(A = l, 2,. 

-lfie)de^F{e), 

Sajft Q 

= ^9) ^9- = 

‘ dg dxk 


F{g) ist die Kraftefunktion, die an SteUe des Potentials 
tritt. Um ihre zweiten Ableitungen zn bilden, setzen wir 
zur Abknrznng 


( 4 ) 


~f{g) = ^{g), 

Q 
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■wird. Daraus folgt 




— 95(e) + <p'{Q){h — 



— <p{q) — 9'(s) 


(h - ‘Bh)^ 

Q 


■and -weiter 

(5) ^F(Q)=^^-j^^—n<p{Q) — (p'(e)-Q. 


Soli 4J'(e) verschwinden, so mufi 

( 6 ) 


iL 4 _ y'(g) == 0 
g 9 >(q) 


sein, woraus dnrcli Integration folgt: 

n logQ + log9? (q) = logo , 



daher 


(7) f{e) = e<p{e) = -^ • 

tr 


In emer Mannigfaltigkeit von n Dimensionen mnil somit 
an Stelle des N ewtonschen Gesetzes eine Anziehung treten 
Tungekehxt proportional der (« — 1) -ten Potenz des Ab- 
standes, wenn die der Laplacescben Gleicbung analoge 
Belation gelten soil. 

Fnr zwei Dimensionen, d. h. fdr die Ebene, folgt aus (7) : 


( 8 ) Ag) = -J, 

Q 

und die Kr^efunktion wird 

(8a) F{q) = —jf{Q)dQ = «log(-^) • 
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Diese Funktion nennt man das logarithmiscbePotential. 
Pur die Bbene tritt also an Stelle der ITewtonschen An- 
ziehung dne Anziehnng nmgekehrt proportional der Ent- 
fernnng, an Stelle des ISTewtonsclien Potentials das loga- 
rithmische Potential, das der Gldcliung genfigt: 


(8b) 




b) Logarithmiscbes Potential eines von zwei 
konzentrischen Kreisen begrenzten bomogenen 
Kreisringes. 

Wild der Punkt A mit den Koordinaten x, y und 
der Masse m von dem Punkte B mit den Eoordinaten rj 
und der Masse fi angezogen, so ist fur das jetzt zugmnde 
gelegte Anziehungsgesetz die anziebende Kraft: 

(9) E = . Q = f(i-a>)^ + (n-y)K 


Die Komponenten dieser Kraft sind, da die Anziebung 
von A nacb B erfolgt: 



Das logaritbmiscbe Potential ist: 

(10) F = /im/tlog(|). 


In den vorstebenden Pormeln sind zur Unterscbddung des 
logaritbmiscben Potentials vom Kewtonscben das erstere 
und die zugebdrigen Anziebungskomponenten durcb dar- 
dbergesetzte borizontale Stiricbe gekennzeicbnet. 

Wie beim Kewtonsoben Gesetze, kdnnen wir von 
der Anziebung, die ein einzelner Punkt ausubt, zu der- 
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jenigen ubergehen, die von einer Eeibe diskreter Massen- 
punkte, ferner von einer Piache Oder einer Linie ausgeiibt 
wird. Fiix eine anziehende Flache wird: 

X = fimjJk^-^do, 

wo fc die Dichtigkeit, do das FiSchenelement bezeichnen, 
und ffir eine anziehende Linie wird 

( 10 b) f = fimJxlog(jjds , X = fimj^x^-^d8 . 

Der angezogene Punkt x, y ist dabei zun^chst als auBer- 
halb der anziehenden Masse liegend anzusehen. 

Wir wenden die Formel (lOa) auf den Fall an, daB 
die anziehende Masse von zwei konzentrischen Kreisen be- 
grenzt und ihre Dichtigkeit konstant ist. 

Fuhren wir Polarkoordinaten ein: 

{ a; = rcos93, 'y = rsin^; 

| = riCOS95i, ;; = riSin93i, 

= r® + r? — 2 r rj oos( 9 ? — 97 , ) 
do = ridrid(pj^ , 


( 11 ) 

so wird: 

( 11 a) 

und 


( 10 a) 7 = 


.//Mog( 


demnach, wenn B und Bq die Badieu der die Masse be- 
grenzenden konzentrischen Kreise sind: 


( 12 ) 


F = 


27 c JR 


fitriTcJ dr^ dq\ log 

Q At 



Zur Brmittelung dieses Integrals entwickeln wir log^— j 

nach den Kosinus der Vielfaohen von 99 — 9 ?! . Dazu zer- 
legen wir den Ausdruck (11a) ffir in ein Produkt: 


(13) [r — \r — 

Oder auch: 


(13a) g® ~ [^1 — f [ti — f . 
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Die erste dieser Zerlegnngen wenden wir an, falls r > r,, , 
die zweite, wenn > r ist. Im ersten Falle (r > rj 
haben wir: 



T 

_JL 

r 

T 

T 

-Lg-Hv-Vi) 

r 


Anf den zweiten und dritten Summanden rechts wenden 
wir die Eeibe fur log(l + l) an, die stets konvergiert, 
wenn der Modul von X kleiner als 1 ist, so erhalten wir: 



od^ 


(14) 



0-2i{<p-tp^ ^ . . . 

log (■^) == log + y cos(97 - <pi) 

1 /r V 1 

“2 w "F It] - ^’i) -1 — 


Im zweiten PaUe (r<ri) nehmen wir, um eine konvergente 
Beihe zu erhalten, statt der Zerlegung (13) die Zerlegung (13 a), 
was auf eine Vertauschung von r und hinauskommt, 
so daB sick fur r < ergibt: 


(14a) 


log = log ^ COS(93 - <Pi) 

+ cos2(9J-99i) + yQ cos3(9?-9?i) 


+ 
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Die Beihe (14) ist in (12) einznsetzen, wenn der angezogene 
Punkt anfierhalb des anBeren Grenzkreises B der Masse 
liegt, die Beihe (14a), wenn er innerhalb des mnerenjGrenz- 
kreises Rq liegt. Im ersteren Balle soli V mit im 
zweiten mit K bezeichnet werden. Nach Einsetzung 
jener Beihen in (12) soil znerst nach (p^ integriert werden; 
dabei ist zu beachten, daB fur jede ganze Zahl m > 0 

2.T 

(14 b) j cosm((p — <p^) d(pi = 0 

0 


ist. Demnach wird: 


(15) 



f^mlc^Tilog 



= f^mlcn{R'^ 



f^mM log 



worin M die ganze anziehende Masse bezeichnet, und 


(15a) 



In dem Ausdruck fur Ya kommen die Koordinaten des 
angezogenen Punktes nicht mehr vor, mithin ist: 


(16a) 






d. h. die von zvei konzentrischen Kreisen begrenzte homo- 
gene Masse nbt anf einen Punkt des inneren hohlen Eaumes 
keine Wirkung aus. 
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Ferner folgt aus (15): 



Bine "Vergleicliung von (15) mit (10), resp. von (16) mit 
(9 a) Oder (9 b) zeigt, daB die von zwei konzentriscben 
Kreisen begrenzte bomogene Masse einen anfierhalb liegen- 
den Punkt so anzieht, als ware die Masse im Mittelpnnkte 
vereinigt. Die Pormeln (15) und (16) gelten ohne weiteres 
anch fiir JBo = 0 , d. b. fur einen vollen Kreis. 

Anmerknng. Hatte man statt des Potentials die An- 
ziebungskomponenten berecbnet, so batten sicb die dabei 
auftretenden Integrale obne Eeibenentwicklnng ermitteln 
lassen. Fur das Folgende ist es aber vdcbtig, aucb die 
Werte des logaritbmiscben Potentials zn kennen. 

c) Logaritbmiscbes Potential einer bomogenen 
Kreisflacbe fiir Punkte der Masse. 

Durcb Anwendnng der vorstebenden Formeln kann 
man das logaritbmiscbe Potential nnd die Anziebtings- 
komponenten fiir Ponkte im Innern einer bomogenen 
Kreisflacbe berecbnen. Das Veriabren ist ganz analog 
dem, das beim Newtonscben Gesetze anf Punkte im 
Innern einer bomogenen Kngel angewandt war. Bs sei B 
der Eadius der bomogenen Kreisflacbe, der im Innern ge- 
legene Punkt A babe vom Mittelpnnkte den Abstand »• « E) . 
Dann konstmiere man zwei zu B konzentriscbe Kreise mit 
den Eadien r b und r — s', wo e und s' kleine positive 
GroBen sind, und abstrabiere zunacbst von dem zwiscben 
diesen Hilfskreisen liegenden Teile der Masse. Die nbrig- 
bleibende Masse bestebt 1. aus einem bomogenen Kreis- 
ringe, begrenzt von den konzentriscben Kreisen B und r+e, 
2. aus einem vollen bomogenen Kreise vom Eadius r — s'. 
Auf beide Massen kdnnen die in Abscbnitt b) abgdeiteten 
Eesultate angewandt werden, da A keiner von beiden 
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Massen angeliSrt. Daher werden die Anzielmngskonipo- 
nenten der ersten Masse nacli (16 a): 

die der zweiten Masse nach (16): 

wo M die zweite Masse bezeichnet, d. h. M — Tc3t{r e')^, 
so daB 

Xg = _ TO fc «(r - s')2 ^ = 

wird. Bilden wir Xi + ^2 , reap. % + Is und gehen zi^ 
Grenze fiir e = 0 und = 0 dber, so erhalten wir die 
Konaponenten der Aazielmng, welche der voile Kreis JJ 
auf den inneren Punkt A ausubt: 

I = lim(Xi + -2^2) = ~*/i IcTi X , 

Piir die Potentiale der mit 1 and 2 bezeichneten Massen 
haben wir nacb {15 a) und (15): 

V, = fimfc^{i2*[log(i) + ^]-{r + e)^ [log(^) + f]} > 
Vs = fimh7t(r — s'Y log ^ . 

Daiaiis ergibt sich durch tJbergaag zur Greuze e — 0 , 
fi' = 0 das Potential des inneren Punktes A : 

(18) ^=iim(Fi+72)=fi«t*^{i2®[log(^) + -|] - ^r^}- 

Wir seben also, daB sowobl die Anziehungskomponenten, 
aJs das logarithmiscbe Potential fur den im Inneren des an- 
ziehenden Kreises gelegenen Punkt A nocli endliob, und daB 
auch ffir den inneren Punkt die Anziehungskomponenten 
die Ableitungen des logarithmischen Potentials sind; denn 
differentiiert man (18) nach a; , resp. y , so erhSlt man 
die Ausdrficke auf den rechten Seiten von (17). 
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Vergleichen wir unsere Eesultate noch mit denen, die 
fur Siufiere Punkte gelten, so haben wir in (15), resp. (16) 
jBj = 0 zu setzen und erhalten 

(150 .% = f,mTcnRnog{^, 

(160 -^a ==— Ta = —fimlc7tB^^ . 


Wir erkennen daraus, daB, wenn der angezogene Punkt 
sick von der einen oder der anderen Seite der Kreisperi- 
pberie nahert, d. h. r = R wird, 

(19) limFa = limT^ , limXa = limXi , limro = limr, 

ist. Das logarithmiscke Potential eines komogenen Kreises 
und seine Ableitungen, die Anziekungkomponenten, sind 
also nicht nur fur alle inneren wie SuBeren Punkte end- 
lick und kontinuierlick, sondern andem sick auck beim 
Durckgang durck die Kreisperipkerie stetig. 

Pur die zweiten Ableitungen ergeben sick folgende 
Eesultate. Es ist 


52 F ax„ 


daker 

( 20 ) 


a a?* ' doo 

e^Vg . af, 
dy^ By 


—f^mlcnR^ 




r* 




_ My Qiy 

a a® a«® 


in tJbereinstiinmung mit (8b). 
Dagegen ist 


a®F 

a*® 

daker 

(21) 


ax, 

dx 


AV, 


a®F , 


a®F ax. 


8y^ 

BWi 


a 05 ® ay® 


cy 

= ~2fim1c!jc 


= —fi m Je : 


Die zweiten Ableitungen von V sind zwar fur auBere und 
ffir innere Punkte endlich und kontinuierlick, andem sick 



144 


II. Erweiterungen des Potentialbegriffs. 


ater diskontmxuerlich beim Dnrcbgang durcb die Kreis- 
peripberie. Das Analogon der Poissonscben G-Ieicbung 
ergibt sich, -wemi die Paktoren tmd m = l gesetzt 
•werden. Es ist 


(21a) 


dx^ dy^ 


— 2 h . 


d) Logarithmisches Potential einer homogenen 
Kreislinie. 

Wie beim STe'wtonscben Potential neben dem Korper- 
potential das Potential von Placben untersucbt ist, so 
woUen TOT Mer neben dem logaritbmiscben Potential von 
Flacben das von Kurven betracbten, nnd zwar speziell 
das eines bomogen mit Masse belegten Kreisumfanges, In 
dem allgemeinen Ansdruck (10 b) hat dann x einen kon- 
stanten Wert; femer ist, wenn wieder Polarkoordinaten 
eingefuhrt werden und B den Kreisradius bezeichnet, 

a = r cosg? , y = V sin 9 ? , i — B cosq>i , 

Tj = B sin 9 ?j , ds — B d<pi 

= J.2 jg2 _ 2rBGOs{(p — qji) , 

2rr 

V= f\mxB j\og dcp^ . 

0 

Jog Tra,TiTi wie S. 139 in eine Eeibe entwickelt werden, 

nnd zwar ist fiir r > 2?, d. b. fur Punkte auBerbalb des 
Kreises, die Eeibe (14), fur r <22, d. b. fur Punkte inner- 
haJb des Kreises, die Eeibe (14 a) zu nebmen, und durcb 
Anwendung der Pormel (14 b) erbalt man 


( 22 ) 

und 
(22 a) 
daber 

(23) 


(24) 


Va = /’j»»«27r221og^^j 
% = f^mx2nBlog(^^j 


fur r> B , 
fiir r <, B . 


Piir einen Punkt im Inneren des Kreises ist also das lo- 
garitbmisobe Potential der bomogenen Kireislinie konstant, 
fur auBere Punkte ist es gleicb dem Potential der im 
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MittelpiiDMe des Eieises konzentrierten Masse. Put r — B 
wd limFa = ) d. h. beim Durchgang des ange^ogenen 

Punktes durch die anziekende ^eisliiiie andert sick V stetig. 
Von den Ableitungen von V woUen wir die nack r be- 
trackten: 


<25) 


SVg 

dr 





Beim Durchgang durch die anziehende Kreislinie (r == B) 

dV dV 

Mdert sich, wie aus (25) folgt, , d. h. , diskon- 
tinuierlich, so daJB, wenn noch /im = 1 genommen wird: 


<26) 


lim 



5 FA 

\dN 

dNI 


— 27tX 


wird. Das logarithmische Potential anziehender Linien 
hat also analoge Eigenschaften wie bei der M'ewtonschen 
Anziehung das Elachenpotential. 

e) Zusammenhang des logarithmischen und des 
Newtonschen Potentials. 

Eur das logarithmische Potential eines von konzen- 
trischen Kreisen begrenzten Kreisrings, einer vollen Kxeis- 
flache und einer Kreislinie sind hiermit Eigenschaften 
abgeleitet, die ganz analog sind den Eigenschaften des 
Potentials einer von konzentrischen Kugeln begrenzten 
Schale, einer vollen Kugel und einer Kugelflache bei der 
Kewtonschen Anziehung. Die Analogic beschrankt sich 
aber nicht auf diese Beispiele, vielmehr lassen sich alle 
charakteristischen Eigenschaften des allgemeinen Korper- 
potentials (mit geringen Anderungen) auch fur das loga- 
rithmische Potential beliebiger Elachen und fiir beliebige 
Massenverteilung ableiten, ebenso wie die charakteristischen 
Eigenschaften des Kewtonschen Elachenpotentials ihre Ana- 
loga in dem logarithmischen Potential von Linien haben. 
Diese Analogic ist aber keine rein auBerhche, vielmehr be- 
steht zwischen beiden Potentialen ein enger Zusammen- 
hang, vermoge dessen die Eigenschaften des logarithmischen 
Potentials direkt aus denen des Kewtonschen abgeleitet 
werden kdnnen. Wir wollen diesen Zusammenhang er- 
drtern. 


Wangerixt, Theorie des Potentials r. 


10 
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Zu dem Z-wecke untersuclieii wir die Anziehung, welche 
ein tmendliclier ZyUnder von beliebigem Querscbnitte naeh 
dem Newtonschen Gesetze ausubt, falls die Masse in ibm so 
TerteUt ist, dafi alle Punkte, welehe anf einer Parallelen zu 
den geraden Brzeugenden des Zylinders liegen, gleicbe Dichtig- 
keit baben. TTm die fruheren Formeln, die eine endUche Masse 
Toranssetzten, amrenden zu konnen, geben wir von einem 
Zylinder von der endlicben H6be 2Ji aus; wir legen ferner 
das Koordinatensystem so, daB die ^s^-Acbse den die Zy- 
linderflacbe bildenden Geraden parallel ist, und dafi der 
Anfangspunkt in der Mitte der Hohe liegt. Als Querscbnitt 
des Zylinders senkrecbt zur z-Acbse nebmen wir eine be- 
liebige endUcbe, von einer oder mebreren gescblossenen 
Kurven begrenzte Piacbe. Die Diebtigkeit Tc soli von f 
nnabbangig und nnr eine Panktion von f und sein. Die 
Komponenten der Anziebung, welcbe dieser Zylinder nacb 
dem Fewtonscben Gesetze anf einen beliebigen, innerbalb 
Oder anfierbalb der Masse gelegenen Punkt x,y,e ausiibt, 
sind mittels der allgemeinen Formeln (Ilia), 8. 8, zu be- 
recbnen, und zwar ist nacb f von bis zu inte- 
grieren, nacb | und y Tiber die FlScbe des Zylinderquer- 
scbnitts. Bs wird also: 


(27) 


— h 

= fm[(TcMd7} [ 

JJ + iv — yf + (fe — «)* 

-I — ^ — 

y(f-®)* f (t? -y)* + (A + »)*. 


und ^ 

(27a) 

JJ J (y(^— ®)®+(»/— y)*+(?— «)*) 

—A 


Nun ist das unbestimmte Integral: 

f dt 

J (ytf - ®)® + (T? - yr + (r - 

1 c-g 


a - »)2 + (j? - y)* y(| _ a ,)8 y ^2 ^ ’ 
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daher: 


(27b) 




J((S — ic) dSdri 
(I — a;)® + (■>] — y. 
h — z 


+ 


It -|“ z 


i{^-(cY + {ri-yY + {^ + m 

iind analog 7. 

Geht man nun von dem endlichen Zylinder zu dem 
unendlich langen fiber, indem man h = oo warden laBt, so 
wird, da x, y , z, r) endlich bleiben: 

‘ - 0 , 


lim , 

4=00 •|/(^ — jb)® + (ij — yY + {h — z)^ 

Ti — z 

hm- 


= 1 


*=e» y (f — a;)* + (j? — y)® + (^ — 
usw., und daher wird: 

Jc(i —x)didr] 


(28) limZ-0, 

A=oo 


limZ 

A=oo 


^Hh 


(f — a;)* + (i? — y)^ 

ZUT j 

(^ — a;)* + (i? — y)^ = e* 


und lim 7 ist analog limZ . Wird zur Abkuxzung 

Ascx) A=oo 

(29) 

gesetzt, so ist 

(28a) limZ = 2 fmf f ~ - -- ; 

A=oo JJ Q 


und ^eser Ausdruck wird, wenn man entweder 2 f =fo 
Jo — Je Oder f=fx, 21e = Jo setzt, identisch mit dem fftr X 
in der zweiten Gleichung (10a), 8. 138. Wir baben also 
das Besultat: 

Die Anziehung, welcbe ein unendlicb langer Zy- 
linder bei der angenommenen Massenverteilung nacb 
dem Newtonschen Gesetze parallel der Zylinderachse 
auf einen beliebigen Punkt ausiibt, ist gleicb NuU, 
wahrend die zur Zylinderachse senkrechten Elom- 
ponenten dieselben Werte haben wie die Komponenten 
der Anziehung, die der Querschnitt des Zylinders auf 

10 * 
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einen Punkt seiner Ebene nach dem Gesetze — aus- 

Q 

tibt, falls man die Dicbtigkeit oder den konstanten 
Eaktor des Anziebungsgesetzes verdoppelt; 


und dies Eesnltat gilt, ebenso wie die zngninde gelegten 
Formeln (27), (27 a), sowoM fur Punkte auBerbalb, als fiir 
Punkte innerhalb der Masse. 

Btwas anders gestaltet sicb die Betracbtung fur das 
Potential. Das Ifewtonsehe Potential des endliohen 
ZyUnders wd: 

(30) V=^fml Ihdidyf , J , 

JJ J fa- + 

-h 

Ifun ist 


(30a) 


+A 


A'c 


fa — ®)^ + (5? — yf + (f — af 


= log 


%-e + fa-(cf-¥{ri-yY + a-«Y 
.-{% + «) + l/(f - xf + (7? - yf +{h + «)l ■ 


Den Ausdruek nnter dem Logarithmenzeicben erweitere 
man mit 


h+ii+fa-oo)^+{v- yf +a + »)* 


und setze nacbber in jedem der Faktoren des ZSMers 
% beraus, so wird die recbte Seite von (30 a): 


(30b) 


log 




wo zur Abkiirzung 


a - »)® + (j? - yV 


(30o) 



^ + T + 


1 

r+i 

(v — y'" 

[ Ji I 

f+' 


r=-ff, 

Ffr) 

■+i 

'v — y] 

< h ) 

'+1 


2 


gesetzt ist. Demnacb wird (30), falls man wieder mittels 
Gleiebung (29) q einfSbrt; 
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(31) = 2 f log(y) + 2 fm loghjjTc 5f df] 

+ Z "® [flcdSdrj [logjff + logl?i] • 

Geht man zur Grenze fnr h = oo iiber, so wird 
limS" = limffi = 2 ; 

der letzte Summand der leehten Seite von (31) wird ‘daher 

(32) 2fmlog2lfTcd^d‘t] . 

Der zweite Summand der rechten Seite Ton (31), 

(32a) 2fmloghJfJed$dri , 


wird unendJicli groB fiir Ti = ao, ist aber, wie der Aus- 
druck (32), von so und y unabbangig. Auf konstante 
Summanden im Potential und allgemeiner in der Krsifte- 
funktion kommt es nicht an, wenn es sicb urn die Ab- 
leitungen bandelt; lassen wir aber die konstanten Sum- 
manden (32) und (32 a) fort, so_gebt 7 in den Ausdruck 
des logarithmischen Potentials 7 uber^ wenn man nocb 
^f—fi Tind h = Tc, Oder aucb f = fi, Ic = 21k setzt. 

Eesultat. Das BTewtonscbe Potential eines un- 
endlichen Zylinders ist naeh Portlassung eines un- 
endlich groBen konstanten Summanden das Doppelte 
des logarithmischen Potential des ZyHnderquerschnitts. 

In dems^lben Zusammenhange, in dem das Newt on - 
sehe Potential des Volumens des unendUehen Zylinders 
zum logarithmischen Potential seiner Querschnittsfiache 
steht, steht auch das Newtonsche Potential des mit Masse 
belegten Zylindermantels zum logarithmischen Potential 
des mit Masse belegten Umfangs des Querschnittes. 

Der dargelegte Zusammenhang ermoghcht es, ohne 
weiteres aus alien charakteristischen Eigenschaften des 
Newtonschen Potentials die entsprechenden des logaiith- 
mischen abzuleiten. So lolgt aus der Poissonschen Glei- 
ohung des Newtonschen Potentials, die, wenn man die 
Paktoren fm nicht fortlaBt, 

JV iTtlcfm 
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laiitet, sofort die analoge Eigenscbaft des logarithmischen 
Potentiate, wenn man 2fTt = f^ setzt, namlich: 

AY = —2nlcfxm . 


Ans der Diskontinuitat der normalen Ableitong des Newton- 
soken Plackenpotentiate 


dF+ dV. 
dN dN 


— 4:nxfm 


folgt die Diskontinuitat der normalen Ableitung des loga- 
ritbmisclien Potentials von Linien 


dF 


dV. 

dF 


= ~2nxf^ni . 


Nxir das Verhalten des logarithmischen Potentials im Un- 
endlichen ist ein anderes ate das des Newtonsehen Po- 
tentials. Eiickt der angezogene Punkt ins Unendliche, so 

wird log^— j = — oo, daher vrird der absolute Wert von 

F unendlich groB, wahrend F in diesem Palle gleich Null 
vTirde. Perner folgt aus der zweiten Gleichung (10a), 
resp. (10b),_daB, wenn der angezogene Punkt unendlich 
fern hegt, Z = 0 wird, so jedoch, daB 

lim(rZ) 

r=oo 

endlieh bleibt, wahrend beim Newtonschen Potential X 
so =0 wurde, daB lim(r*Z) endlieh blieb. Dieser Unter- 
schied hegt insofern in der Natur der Sache, ate bei der 
Ableitung des Verhaltens des Newtonschen Potentiate aus- 
drucklich die anziehende Masse ate endlieh vorausgesetzt 
wurde, wahrend die Masse des unendlich langen Zylinders 
unendlich groB wird. Die beim Newtonschen Potential 
fiir sehr entfernte Punkte geltende Gleichung 



r 


gibt daher beim unendlich langen Zylinder TJnbestimmtes 
(oo : oo); das tritt auch in dem Ausdruck (31), S. 149, her- 
vor. Fur unendlich feme Punkte wird, Jfc ate positiv voraus- 
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gesetzt, der erste Summand = — oo , der zweite Summand 
ist stets + 00 , also ergibt auch dieser Ausdruck Un- 
bestimmtes fur V . 


Kapitel 4. 

Das Potential von Doppelbelegungen. 

a) Begriff der Doppelbelegung. 

Das Potential der sogenannten Doppelbelegungen oder 
Doppelsehicbten ist zuerst von Helmholtz untersuehtf). 
Man wird auf den Begriff der Doppelschioht duroh die 
Frage gefuhrt, wie eine geladene Leidener Plasche oder 
Pranklinsche Tafel nach auBen vrirkt. Dabei hat man 
es mit zwei Piachen zu tun, die, einander sehr nahe, mit 
eiitgegengesetzten Elektrizitaten so geladen' sind, dafi die 
elektrischen Massen einander das Gleichgewicht halten. 
Wird die Entfernung der geladenen Elachen unendlich 
klein, so nennt man den Komplex beider eine Doppel- 
schicht Oder Doppelbelegung, und die Summe der Eewton- 
schen Potentiale beider Plachen ist das Potential der Doppel- 
belegung. 

Um den in Bede stehenden Begriff exakt zu definieren, 
denken wir uns eine beliebige Flache 0 , die geschlossen 
Oder nicht geschlossen sein kann. Die beiden Normalen- 
richtungen der Flache unterscheiden wir dadurch, dafi wir 
die auf einer Seite der FlSche errichtete Normale als po- 
sitive, die auf der entgegengesetzten Seite errichtete als 
negative Hormalenriohtung bezeichnen. Bei geschlossenen 
Flachen soU stets die aufiere Eormale als positiv gerechnet 
werden, wahrend bei nicht geschlossenen Flachen die Wahl 
zwischen beiden Hormalenrichtungen freisteht. Dies voraus- 
geschickt, denken wir uns auf der FlSiChe 0 Masse mit der 
(im aUgemeinen variabeln) Dichtigkeit « verteilt. Ihr Po- 
tential in bezug auf einen beliebigen Punkt A{x,y,z) ist: 

( 1 ) Q^ = {S-xr + {fi-y)^ + {C-!>y, 


*) In einer Arbeit iiber die Gesetze der Verteilnng elektri- 
scher Stronie in kSrperliohen Leitern, Poggendorffs Annalen 89, 
S. 211 — 233, 1853; vgl. Helmholtz^ wissenschaftliohe Abhand- 
lungen, Bd. I, S. 475 ff. — Speziell kommen bier S. 226 — 227 der 
Originalabhandlung in Betracht. 
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■wobei I , f die Koordinaten eines Punktes von do be- 
zeicknen. Wir tragen nun auf den Normalen allef Punkfce 
von 0, und zwar auf der positiven Normalenricbtung, 
die konstante Streeke d ab. Die Endpunkte der d bilden 
eine Parallelfl&icke 0' zu 0 ; wir bezeichnen die Koordi- 
naten des aus dem Punkt^ rj , C von 0 entstehenden 
Punktes von 0' mit i', rj', f', ferner mit do' dasjenige 
Flachenelement von O', das man erMlt, wenn man in alien 
Punkten des Elements do von 0 die Kormalen d erricbtet. 
Die Flache 0' denken wir uns mit Masse von der Dicbtig- 
keit^' derart belegt, da6 korrespondierende Elemente beider 
Flacben entgegengesetzt gleicke Massen baben, daB also 

1. a' in do' das entgegengesetzte Zeicken von x in do bat, 

2. daB die absoluten Werte \Hdo\ und \xdo'\ gleiok werden, 
zusammen also, daB 

(2) x'do' = —xdo 

wird*). Das Potential V' von 0' in bezug auf denselben 
Punkt A(x, y , a) ist dann: 



wo 




*) Nach eineia bekannten Satze der ElUehentheorie ist 

do' + 

do -E, ' 


falls und die HauptkrUmmungsradien eines Punktes von do 
smd, und falls E, und Eg dann als positiv gereohnet werden, wenn 
die ErOmmungsmittelpunkte der beiden Hauptnormalscbnitte auf 
der negativen Nonnalenseite liegen. Ist d sebr Mein, so wird 


wo 


ist, demnaoh 


do' = do(l -1- s) , 


l + e ■ 
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ist, und fur das Gesamtpotential beider Flacben 0 und 0* 
ergibt sicb durch Addition von (1) und (3) der Ausdruck: 

F + r =//» d. (i _ |.) =//(» a) 40 . 

Wir lassen nun d unendlich Mein verden, gleiclizeitig aber 
X depart wacbsen, dafi 

(5) lim {xd) = /j, 

3=0 

endlicb bleibt. Dann bMen die beiden Fiacben 0 und O' 
eine Doppelscbicbt oder Doppelbelegung, und/*hei6t 
das Moment der Doppelschicbt. Ihr Potential ist: 

(6) U^iim(V+V')=(ffidolim 

3=0 JJ 3=0 



IJacb der Definition des Differentialquotienten ist, da 6 
ein uuendlicb Meines Stuck der positiven Normale ist: 


(6a) 

mitbin 

( 7 ) 

iNun ist 


ferner 



Sq dg df) dg 

8N 8( 8N dri 82Sr 8C 8N ’ 


fans Ms Biehtung von p, -wie fruheac, die Bicbtung vom 
Punkte X, y , e nacb dem Punkte I , »? , t bin genommen 
wird, und 
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denn ist die Anderung von f, wenn N nm dN ge- 
aiUdert 'wird, d. li. ist Projektion von SN anf die |-Achse. 
Baker wird 

= cos(e, i) coa{N, i) + cosfe, j?)cos(2?’, rj) 

+ cos(e , 0 cos(2r, I) = cosfe , JO , 
nnd somit kann (7) anch folgendermaBen gesdmeben werden : 

(7a) 

In dem Ansdrueke (7 a), resp. (7) fur das Potential 
der Boppelscbieht ist im allgemeinen /j, eine Funktion der 
Stelle. Hat /x den konstanten Wert 1 , und ist zngleicb 
die Flache 0 geschiossen, so gebt (7 a) in das S. 70 be- 
tracbtete GanBscbe Integral uber. Wir baben also in (7 a) 
eine Verallgemeinerung jenes Integrals und zngleicb eine 
physikalische Deutung desselben gefunden. 

b) Haupteigenscbaft des Potentials der Dop- 
pelbelegung. 

Der eben erwahnte spezielle Fall laUt erkennen, daB 
das Verhalten des Potentials der Doppelbelegung wesent- 
Ucb von dem des Potentials einer einfachen Flachenbelegung 
verscbieden ist. Ist namlicb die Flache 0 geschlossen und 
zugleicb ft konstant, so ergibt der S. 70 abgeleitete GauB- 
scbe Satz, daB 1., wenn der Punkt x, y,g auBerhalb O 
begt, der Ausdruek (7a) den Wert 0 hat, 2. wenn da- 
gegen x,y,z innerhalb 0 begt, den Wert in/jt, 3. wenn 
«, y, z auf der Flache selbst begt, den Wert 2jr/i. ITnter- 
scheiden wir die FSUe dadureh, daB wir den Index a, i 
Oder 0 zu 17 setzen, so ist also: 

(8) Ua==0, Ui — Ajifi, 170 = 231 [X. 

V bat also zu beiden Seiten der FlSche 0 verschiedene 
Werte und Sndert sicb beim Durchgang des Punktes x,y,z 
durch 0 diskontinnierbcb, derart, daB 

(8a) bm(C7o — ?7i) == — 4 jr/i 

ist, wahrend, wenn x,y,z eine feste Lage anf der Flache 
hat, der Wert von U das arithmetiscbe Mittel der Werte 
ist, denen U bei Annaberung an die FlSche anf der einen 
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Oder der andern Seite zustrebt. Wir sehen, daB, im Gegen- 
satze zu dem Potential einer einfachen Flachenbelegung, 
das aueh beim Durchgange des angezogenen Pnnktes durch 
die belegte Piache sicb bontinuierlicb andert, das Potential 
einer Doppelsehicht beim Durchgange jenes Punktes durch 
die belegte Fiache sicb diskontinuierlicb andert. 

Dafi die Gleichung (8 a) allgemein gilt, auch fur nicbt 
geschlossene Flachen und fur variable fi , lafit sicb folgender- 
maBen zeigen. Geht man von dem allgemeinen Ausdruck (7) 
aus und beacbtet, daB 




■ cos (A", f]) 




cos(jy, f) , 


daB ferner 


so wird 


e- 




8 - 



das 


us-w., 


-If. 






_ 8 _ 

das 


Ilf 


/i cos{F, ^)do 
Q 


cos(JV, i;) 


+ 

+ 


dy 

d 

da 


ill- 


lucoa{N, f)do'' 


8V, , dY, , 87, 


dx dy 
wo zur Abkiirzung 


da 


(9a) 


//■ 


^cos(jy, |)do 


= 7 I usw. 


gesetzt ist. Die Gleicbung (9), die fur beliebige Lagen 
des Punktes x, y , a auBerbalb der Flacbe gilt, bleibt be- 
steben, wie nabe jener Punkt aucb der Flacbe kommen 
mSge. TJnterscbeidet man Punkte auf der einen Oder andern 
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Seite der Haclie daduroh, dafi man zu den Grofien U, Fj , 
Fg , Fj den Index + Mnznfiigt fiir Punkte auf der posi- 
tiTen ITormalenseit©, den Index — fiir Punkte auf der ent- 
gegengesetzten Seite, so folgt aus (9): 

Iim(I7+ — D'") = lim 

(10) < 


wo durch Um bezeichnet ist, daB A{{s,y,z) demselben 
Fiachenpunkte J-o Ton der einen Oder andern Seite un- 
endlioh nahe kommt. Nun kann man F^, F^, Fj anseben 
als Potentiale von einfachen Placbenbelegungen, und zwar 
sind die Dicbtigkeiten dieser einfachen Belegungen resp. 

(11; = ^cos(jr, f) , >(2 = fioosiN, tj), JCj = jueos(N, t) , 

Pur eine einfaeh belegte Flache aber gilt [vgl. S. 89, 
Gleichung (12 a)] die Belation 

(12) lim 4 5r(xi) cos(N , x ) , 

wo (xy) den Wert von (x^) in dem Punkte bezeichnet, 
in dem ns, y, z durch die Plache hindurchgeht, (W, as) den 
Winkel, den die Normale in A^ mit der as-Achse bildet. 
Da j«i = /4cos(W, I) ist, so ist (x^) — {/i) coa{N, x) , daher: 

(12a) lim = -4 jr(«) cos*(JV, x ) . • 



Ebenso ergibt sich wegen der Werte von x^ und xg : 


(12b) 




= — 4aE(a)cos2(jr, y) , 
= —4 7i(j/,) cos*(W, z) . 


Setzt man die Ausdrucke (12 a) und (12 b) in (10) ein, 
so erhalt man: 

(13) = ~4:n(^)[(MS^{N,x) + coa^{N,y)+(m^{N,z)] 

1 = ~4:!!i(ju) , 
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womit die AUgemeingultigkeit der Gleichung (8 a) be- 
wiesen ist. 

e) Verhalten der Ableitungen des Poteatials 
einer Doppelbelegung. 

«) Um auch das Verhalten. der Ableitungen von TJ 
nach so, y , z kennen zu lernen, 'wollen mr zunachst zwei 
einfache Beispiele betrachten. 

Das erste betrifft das Potential einer doppelt be- 
legten ebenen Kreisflaehe von konstantem Moment jw fur 
den Pall, daJJ der Punkt A(®, y, «) senkrecht fiber dem 
Mittelpunkte des Kreises lie^. Nehmen wir den Mittel- 
punkt des Kreises, dessen Badius R sei, zum Anfangspunkte 
der Koordinaten, seine Ebene znr ajy-Ebene, so ist a? — 0 , 
y = 0 , z ^ 0 . Werden noch in der Ebene des Kreises 
Polaxkoordiuaten r, cp eingefuhrt, so wird: 

do = r dr dcp , — r^ + . 


Perner ist hier N der g-Achse parallel, und -wir setzen 
fest, daB die positive Bichtung von N nach der Seite der 
positiven z liegt; dann ist nach dem oben (S. 153) uber die 
Bichtung von q Gesagten: 

cos(A-,e) = — 


Daher ergibt der Ausdruck (7a) fur unsern spezieUen Pall: 


(14) 


U = 


-ih 
0 0 


R Btz 

fizrdrdip 


+ z^y 


3 ■ 


Das ist, da fj. konstant ist, genau der Ausdruck, der S. 16 
fur die il-Komponente der Anziehung der einfach belegten 
homogenen KreisflS/Che abgeleitet ist; mr erhalten also, 
wie dort, je nachdem z positiv Oder negafiv ist: 


JJ+ = —fi2n 
U~ = —fi2st 


1 - 


- 1 - 


z 


yjB® + 


(14a) 
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daher, entsprechend der allgemeinen Gleichung (13): 

(14b) lim(l7+ - l7-) = -4jr/t. 

Ferner -wird: 

?cr+ ejj- 


daher: 






(15 a) d. h.: 

dur) 

Die normale Ableitung von U andert sieh also beim Dnrch- 
gang durch die PlSche stetig. 

Als zweites Beispiel betracbten w das Potential 
einer doppelt belegten Kugdflacbe von konstantem Mo- 
ment fJL. Wir Tvollen bier nicht von den Ausdriicken (7) 
Oder (7 a) fnr TJ ausgehen, sondern anf die in a) erSrterte 
Entstebung von V zuriickgreifen. 

Das Potential einer mit Masse von der konstanten 
Dichtigkeit x einfacb belegten Kngelflacbe vom Eadins B 
ist (vgl. S. 83) fur auBere Punkte 

(16) Fa= - , r = y®* -f , 


fnx innere Punkte aber 

(16a) Vi = 4LnxB. 

Die Parallelfiacbe O' des Abscbnittes a) ist bier eine kon- 
zentriscbe Eugelfiacbe vom Badins (E <5) , ibr Potential 
fbr auBere, resp. innere Punkte ist 

/"lew Tr> — (-S + 17/ j //!> I 3t\ 


(16b) Vi- 


V'i = inx'{B+S} 


Die Gleiobung (2), S. 152, wird im vorliegenden Falle 
x'{B + d)2sindd!^59? = — xE^sindddd^j , 


d. b. 
(16c) 


x'(B+d)^=-xBK 
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Mthin -wird 


und weiter 


—^nxR^ 


-inxR^ 
R + 6 


Va + V'a = Q, 


K + = 


4rnxdR^ 
R{R + d) ■ 


Wird 5 = 0 und zugleicli lim(x5) = fi, &o wird 

4=0 

(17) Ua = lim(F„ + V^) = 0, 17. = lim(F< + FO = 4 , 

woraus durcli Subtraktion die Gleicbung (8 a) folgt. 

Da ferner fur beliebig gelegene duBere Punkte 
T^ + Fi = 0 ist, und da F nnd F( von (c, y, z un- 
abhSingig sind, so wird 


5(F + F^) 


^(F. + F() 


und weil diese Gleichungen fdr jeden Wert von 5 gelten, 
so gelten sie aucb fiir 5 = 0, d. b. es ist 


= 0 und lim 


Analogs Gleichungen gelten aucb fur die Ableitungen 
nacb y und z . Fur eine kugelformige Doppelschicht von 
konstantem Moment baben also die drei ersten Ableitungen 
des Potentials zu beiden Seiten der Kugelflache gleicbe 
Werte. 

Es ist nunmehr zu untersuchen, wie weit die aus 
den spezieUen Beispielen abgeleiteten Eesultate allgemein 
gelten. Zu dem Zvrecke knupfen "wir an den allgemeinen 
Ausdruck (7 a) fur U an, in dem 

cos(W, q) = cos(e , I) cosfJ7, I) + cos(p , rj) 008(27, tj) 

+ cos(p,f)cos(27, C), 

= - cos (27, f) + ^ - cos (27, rj) 

+ lz:± cos (27, 0 
Q 


(19) 
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ist, SO da<fi 


(20) 




I-® « , n-v 


qz •cos(jy,i)-, ^3 


cos(jSr, rj) 




do 


wird. Dtircli Differentiation nach as folgt; 
BV 


(20a) 


Bos 





3 ( 1 -#] 




cos(JV, I) 


+ y)(l y) ^ cos(jy, d do 


Eieria ist 


3(i?-^)(l-®) 


3(C-e)(i-w) 


,V-i 


B^ 




feme:; 


1 3(1-# 


llzj 


>Lzl 


' Brj ^ BC ' 
so daB (20a) auch so gesclirieben werden tann: 


(20b) 



(20 b) wird veiter umgeformt, indem man im ersten 
Snmmanden 

S^LZl sttzJl 
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setzt nnd entsprechend in den anderen Summanden. 
Dadurch erhalt man 


i^,v) 


(20 c) 



Pugen wir reclits noch die sich forthebenden Integrale 


-fP. 


H Q 

hinzu, setzen ferner zur Abkurzung: 


^cos(J, f)do 


( 21 ) 


, Mv - y) 


./^iv-y) 


dtj 


■ cqs{N, I) - • 




• c(m{N, tj) 






-ff 


5? 

d/ji $ — x 


■ (m(N, I) - 




- 008(2^, f)f do=J 




cos(jy, f)do=Ji, — - 


/cos(J»',f)do = Jg 




dri Q 

cos(Jf, I) dO = Js, 


^nnalV J_ ? fKT ..\ I ^ * 


( jj a|-[ gS f) + ^cos(if, r,) 




m{N, a 


do — Ji 


so wird 

( 22 ) 


dx 


= J + ell + tlj + tls + 'll • 


Wangerin, Theorie des Potentials I. 


11 
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Mit Bflcksicht axif Gleichung (19), S. 159, kann so ge- 
sckriebeu werden: 

f/'Sfx, 


(23) 




cos(jy, q ) 


■do . 


d/j, 


hat somit dieselbe rorm me U, rnir dafi -jj an Stelle 

Ton fi steht, d. h. stellt das Potential einer Doppel- 

d u 

belegung der betrachteten Flache von dem Momente 
dar. Wir woEen dies Potential mit ZJj bezeichnen: ^ 


(23a) 

Ferner ist 






^ 

~~ dec 

Das Integral 

(24) 


(// 


dfj, cos(jy, s) 

Q 


doj . 




kann angesehen werden als das Potential einer einfachen 
Belegnng unserer Fldche mit Masse von der Dichtigkeit 

^<30S(N, i), nnd 

SV, 

(24a) 

ist die X-Komponente der Anziehnng der einfach belegten 
FBche. Ebenso ergibt sich, daE die Integrate 

''d/i qos(N, S) 




H 


■do =Vo 


dju, 


Flachenpotentiale fur die Dichtigkeiten co&iN, |) , resp, 
du 

■cos(jr, S) bezeichnen, nnd daB 


dC 

(27o) 


dy ’ 


dz 



ist. 
(22 a) 
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Somit ist auf die Form gebracht 

, 77 

dsD dx By 8z ^ ‘ 
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Diese Gleichung gilt frir beliebige Lagen des Punk- 
tes X, y, z aufierkalb der doppelt belegten FlScbe; sie 
bleibt bestehen, wie nabe aucb jener Punkt der PUbcke 
kommen mag. jSTahert sick x, y , z von der einen Oder 
der anderen Seite demselben Machenpunkte beliebig, 
nnd geben wir den GroBen U, J, V^, Tg , F 3 , die In- 
dizes + Oder — , je nachdem die Annaherung an die 
Fiache von der Seite +N oder —N gescMeht, so folgt 
ans (22 a): 



FTach (13), S. 156, ist nnn 
(26) lim(l7i- - Z7r) = -4 77 = -4 77 ; 

denn bezeichnet den Wert von in dem Placben- 

pnnkte Aq , d. h. in dem Pnnkte, dem sick », 2 / ,« be- 
liebig nakert. Ferner ist, da Vi das Potential einer ein- 

fack belegten Fiacke mit der Dicktigkeit -^cos(jy, |) 
bezeicknet, naok S. 89, Gleickung ( 12 a): 


(26 a) 



svr] 

6x I 


-4ji(-||-cos(J»', f))cos(W, x) 


— 437 


d fA, 

8x 


cos{N, x)<ioa{F, x) . 


11 * 
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Ebenso ergibt sich 


'BVt 


1 By 

By J 

'BVt __ 

BVf^ 

K 8g 

Bz j 


cos(jy, f) coa(2y, y) 


-AtTt-^cosiN, oi!)eos{N, y) , 
dy 


— — 4 51 


COS(J^, ^))c08(jr, 2) 


x)<ios{F, z) . 

Durcb eine gesonderte Betaracbtung soil veiterhin 
(s. S. 166 ff.) gezeigt werden, daB fur eine gescblossene 
Fiache stets 

(26c) Jim(J+ - J-) = 0 

ist, und dafi dieselbe Relation auch fur ungeachlossene 
Elachen gilt, falls nur Aq dem Eande der Eiache nicht 
unendlich nabe liegt. DemgenoiaB folgt aus (25): 

fdU^ dU-\ .. 


= +45rcos(J7', w) -^cos(2i'', a?) 


+ -^cos(jr, y) + -^QoaiN, i?)J - 45 r 


Durch (27) wird die Diskontiinuitat von beim Dureb- 

gang des Punfctes x, y, z durcb die doppelt belegte 
Flache dargestellt. 

Wird das Koordinatensystem so gelegt, daB die posi- 
tive flj-Achse der positiven Fiachennormale im Punkte Aq 
parallel ist, so ist 

cos(Jr, y) — 0 , cos(jr, ») = 0 , co 3(A', a?) == 1 , 

daber vrird in diesem Palle die recbte Seite von (27) = 0 , 
und wir baben allgemein 


(27a) 
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1st dagegen x zur Machennormale in 4o senkrecht, 
so -wird cos(ir, sb) = 0 . Pur jede Richtung s , die der 
Tangentialebene von Ag parallel ist, wird also 


(27 b) 


lim 


dU+ 

ds 




Endlicb ist fiir konstante fi die rechte Seite von (27) 
stets = 0 . Fur konstante Momente gilt also bei b^- 
liebiger Lage des Koordinatensystems die Gleichting: 


(27c) 




d) Die cbarakteristisoben Eigenscbaften des 
Potentials von Doppelbelegungen. 

In den Abschnitten b) und c) sind nur die Eigen- 
schaften des Potentials von Doppelbelegungen abgeleitet, 
in denen sich dieses Potential von dem einfacb belegter 
Flachen unterscheidet; und diese Eigenscbaften beziehen 
sich auf Punkte, die der belegten Fiacbe bebebig nahe 
kommen. Die Eigenscbaften, die das Potential von 
Doppelbelegungen fur Punkte auBerhalb der belegten 
Flache bat, sind mit denen der Potentiale einfacber Be- 
legungen identisch, wie sicb aus der im Anfang dieses 
Kapitels erdrterten Entstehung von U aus V und V' er- 
gibt. Wie V und F' und ihre Ableitungen sind aucb U 
und seine Ableitungen beliebig hoher Ordnung fiir Punkte 
auBerbalb der belegten Fiacbe endlicb und kontinuierlicb. 
Fiir solche Punkte gilt die Laplacesche Gleicbung AU = O', 
endlicb verschwinden TJ und seine Ableitungen im Un- 
endlichen d^art, daB 

(28) lim (rtJ) und bmr^ 


eu 

Cx 


endlicb bleiben. 

Obarakteristisch fur das Potential von Doppel- 
belegungen sind folgende Eigenscbaften: 

1. U und seine Ableitungen sind im ganzen Raume 
endlicb und stetig; nur an der belegten Fiacbe andert 
sich U diskontinuierlich, entsprecbend der Gleicbung (13), 
dU 

S. 156, wabrend zu beiden Seiten der Fiacbe gleiche 
Werte bat. 
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2. Fur alle Punkte auBerhalb der Flache ist ^ = 0 . 

3. Im Unendliclieu verschwinden. V und seine Ab- 
leitungen in der Art, wie es eben angegeben ist. 

DaB diese Eigenscbaften charakteristiscb sind, d. h. 
daB es nicht zwei verschiedene Funktionen gibt, die in 
alien diesen Eigenscbaften ubereinstimmen, laBt sieb in 
gleicber Weise zeigen wie S. 103 — 105 fiir das Potential 
einfaeb belegter Flacben. 

Zusatz. Der Begriff des Potentials von Doppel- 
belegnngen laBt sicb aueb anf das logaritbmiscbe Potential 
ansdebnen. Man denke sicb eine ebene Kurve einfaeb 
belegt mit Masse von der Dicbtigkeit it, konstruiere eine 
sebr nabe ParaUelkurve und denke anf dieser Masse mit 
der Dicbtigkeit it' verteilt, so dafi 

tt da da 


ist. Man bilde die Summe der logaritbmischen Potentiale 
beider Belegiingen und gebe dann zu dem Falle fiber, daB 
die Entfernung d der Parallelkurven versebwindet, wabrend 
zugleicb bm(«(5) fur 3 = 0 endlicb bleibt. Es ergeben 
sicb ffir das so entstebende logaritbmiscbe Potential der 
Doppelbelegung ganz analogs Eigenscbaften, wie sie ffir 
das Fewtonsebe Potential von Doppelbelegungen ge- 
funden sind. 

e) Ifacbtragliober Beweis einer Hilfsformel. 
Das Theorem von Stokes. 

Wir betraebten das fiber eine bebebige FlScbe 0 aus- 
gedebnte Integral 

(29) S =JJ {ll cos (JT, 9?) - -1^ gos{N , oj do , 

in dem a. eine Funktion von S , rj , ^ bezeiebnet, die nebst 
ibren ersten Ableitungen an der Flacbe 0 eindeutig, end- 
beb und stetig ist. Die in (25) auftretenden partieben 
AbMtungen von oc sind so gebildet, als waren rj , ^ 
voneinander unabbangig. Andererseite ist ffir die Punkte 
der Flacbe 0 eine der Koordinaten eine Funktion der 
beiden anderen, imd zwar woUen wir annebmen, da,fi die 
Flfiobengleicbung die Form 

(30) ^ = f{S,v) 
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hat. Bezeichnen wir die mit Exioksicht auf (30) gebildeten 
Ableitungen von a nach den nnabhangigen VerSnder- 
lichen i, rj durch Klammem, wahrend die Ableitungen 
von «, die so gebMet sind, als wSren rj, ^ unabhangig, 
ohne Klammern geschrieben werden sollen, so haben wir: 

/01S 


_ doc. doc. df 

~~d^'^~dC~^ ’ 


_ doc doc df 

diq df drj 


Ferner sind die Eichtungskosinns der Piachennonnale 

cos(jy, f) = , 


( 20 s{N, rj) 


~ dfj 


daher 


co8(jy, f) 


l/^+(^ 


■ly cos(jy, v)-^ (^os{N, f) 


da df doc 
df dfj dfj 


±(t) 


Zngleich ist 


= do 1 008(^7, f) I 


die Projektion des Plachenelement8 anf die asy-Ebene, 
also =dfdij, mithin haben wir 

(29a) ^ = ±ff(^]d^dv, 
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und die Integratioii ist reclits fiber die Projektioa der 
nSche 0 auf die ajy-Ebene zu erstrecken. Was das 
doppelte Vorzeicben betrifft, so gilt das obere, wenni 
cos(jy, 0 negativ, das untere, wenn eos(N, 0 positiv ist. 

Betrachten "wir zuDacbst eine nicht geschlossene 
Mache 0 , deren positive Normalen mit der positiven 
f-Achse sSmtUch spitze Winkel bilden, so ist auf der 
liTiVAn Seite von (29 a) das Zeicken — zu nehmen. 1st o 
die Bandkmve von 0, o' die Projektion von o auf die 

ajy-Ebene, so ist das Integral 
(29 a) fiber das Innere der Kur- 
ve c' zu erstrecken. Wird die 
Integration nack rj als innere ge- 
nommen, so wird 

(29b) 

h Vi 

Darin bezeichnen nnd % die 
Ordinaten der Punkte 1 und 2 , 
in denen eine beliebige Parallele 
zur ? 7 -Acbse die Knrve o' scbnei- 
det, ^2 groBten und 

kleinsten Wert von f fiir diese 
Knrve* Dnrcb Ausfiihrung der Integration nach rj folgt 

(29c) 

i 



worin und ocg die Werte von a ffir ri = r}i, resp. ri = ri^ 
bezeichnen. dS drficken wir durch das Bogenelement da 
der Kurve c' aus und setzen fest, daB a als wacksend 
angeseken werden soil bei einem solchen Umlauf um o', der 

. . d$ 

einer Drekung von nack +17 entsprickt; dann 1 st 

an der Stelle 1 positiv, da hier i mit a wfickst, an der 
SteUe 2 dagegen negativ, da i mit wacksendem a ab- 
nimmt. Andererseits ist in (29 c) dS positiv, da die untere 
Grenze Meiner als die obere ist; mithin ist, damit auch 
da fiberaJl positiv sei, zu setzen: 
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an der Stelle 2 di= — ^<’ 2 » 

nnd das Integral (29 c) wird 
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(32) 


d. h. 
(33) 


®-/‘ 


ii 

da 


wo die Integration uber den Umfang von e' im Sinne 
des Torher festgesetzten XJmlanfs zu erstrecken ist. Die 
Integration iiber die Knrve c' ersetzen wir durch eine 
solche nber die Randkurve c der Macbe 0 . Ist ds das 
Bogenelement von e, nnd wird e in demselben Sinne 
dnrchlanfen wie o', so ist 


daher 
(34) 

Bei der Ableitnng von (34) ist angenommen, daS 
jede Parallele zur Achse j/ die Knrve 0 ' nnr in zwei 
Pnnkten schneide. Der Fall von mehr als zwei Sohnitt- 
pnnkten MSt sicb ganz ebenso behandeln (vgl. die Ent- 
wicklung S. 61 ff.) nnd fuhrt zn demselben Eesnltat. 

Weiter ist zn zeigen, daB die Gleichnng (34) nocb 
gnltig bleibt, wenn die positiven Kormalen von 0 mit 
der -Achse teils spitze, teils stnmpfe Winkel bilden, 
also cos(A’, 0 tells positiv, teils negativ ist. Ist, was wir 
voranssetzen, die Plsiche regnlar, d. h. 3>ndert sieh cos(Jr, ^ 
kontinnierlich, so wird beim tJbergang von positiven zn 
negativen Werten cos (N, f ) = 0 . AUe Punkte der 


, da , , di da df 

da = ds nnd ^ ^ = -j- , 

ds da ds ds 

S = Joi ^ ds =Joi eos(s , ^)ds . 
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Flache 0, in denen dies stattfindet, liegen anf einer 
Kurv'e G , dnrcli welche die Flache 0 in zwei Teile zer- 
fallt, den Teil 0^, fiir den <ios{N, t) uberall positive Werte 
hat, nnd den Teil O 2 , fiir den eos(JV, C) negativ ist. Das 
■uber die FlaeheO zn erstreckende Integral (29) zerfaUt dem- 

entsprechend in zwei Teile 
nnd S 2 • In dem ersten sind, 
wie oben in (29 a) nnd den 
vorhergehenden Gleichungen, 
die nnteren, im zweiten die 
oberen Vorzeichen zu nehmen. 
Fiir das erste Integral Si gelten 
unmittelbar die obigen Bnt- 
wicklnngen, mit dem TJnter- 
schiede jedoch, dafi hier die 
Kurve G an Stelle der vori- 
gen c tritt. Bezeichnen wir den 
Bogen von G mit 8, so ist also 

(35) %=[oiGOB{S, i)d8 . 

6 

In % sind, Tvie schon bemerkt, die umgekehrten Zeiohen 
zu nehmen, die Gleichung (29) ergibt daher: 

(36) 

Femer ist das Integrationsgebiet hier der zwischen 
den Kurven O' nnd e' liegende ringformigc Eanm, falls 
O' die Projektion von 0, 0 ' wiederum die von 0 ist. 
Sehneidet eine Parallele zur i^-Achse die Knrve O' in den 
Punkten I nnd II , e' vdederum in 1 nnd 2 , nnd sind die 
zugehorigen Werte von 1 ] , resp. nji, rju, so ist 

zn nehmen 

/ «2 + CC„~Xj . 
nj Va 

Somit geht (36) fiber in 

(36a) S 2 («! — ofs) +/d| {oca — ocj) . 



is. 2S. 
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Der erste Summand von ^2 ist genau derselbe wie oben 
in (29 c), aucb liegen, wie dort, die Punkte 2J 2 auf der 
Kurve c'; daber ist 

(36b) jdi («! — ag) =Ja cos(s , i)ds . 

e 

Der zweite Summand der recbten Seite von (36 a) 

bat, abgeseben vom Vorzeicben, ebenfalls die Form des 
Integrals (29 c), nur dafi I und II auf der Kurve O' 
begen, der Projektion von 0. Wir kdnnen auf diesen 
Summanden das Eesultat (34) amrenden, wenn wir nur 
die Kurve 0 an Stelle von e setzen. Dieser zweite Sum- 
mand wird daber: 

(36c) J df (aji — Oil) ~ —j («r — «ji) d,i = —Jx cos(j8, |) dS . 

Vermbge der Gleicbungen (36 b) und (36 c) gebt (36 a) 
uber in: 

(36 d) S 2 cos(s , i)d8 —ja (ios{8 , i)dS . 

Aus (35) und (36d) aber folgt: 

(37) S = $Ji + S 2 =/«cos(s, |)ds; 

C 

d. b. das Besultat (34) bleibt unverandert, wenn aucb 
cos(JV, C) toils positiv, toils negativ ist. 

Anmerkung. £s kann der Fall eintreten, dafi die 
Kurven 0 und e einander scbneiden, also das in Betracbt 
kommende Stuck von 0 keine geschlossene Kurve bildet, 
wie in Fig. 27 S. 172. Dann scbneiden sicb aucb die ebenen 
Kurven c' und O'. Ibre Scbnittpunkte seien a und % . In 
diesem FaEe vervoUstandige man 0' zu einer geschlossenen 
Kurve, indem man das Stuck aboi von 0 ' zu 0' binzunimmt. 
Dann kann man ohne weiteres die vorige Entwicklung 
anwenden; das ringformige Integrationsgebiet der Fig. 26 
hat bier nur teilweise die Breite Kull. Das Eesultat (37) 
gilt aucb fur diesen Fall. 
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1st 0 eine geschlossene Placlie, so f&Ut die Eand- 
kuxve e und damit e' ganz fort. Konstniiert man wieder 

die Kurve 0 , fiir deren Punkte 
^ cos{N, f) = 0 ist, woduroh 0 

in Oi und 0^, S in 3fi + Sfa 
^ ^ zerfaut, so wird fux das In- 

/ y. tegral ^2 [Gleichung (36)] das 

'l\~|yji Integrationsgebiet der | tj - 

i ji Ebene durcb das ganze In- 

i j ji nere der Kurve C' gebildet, 

i I i !i in (36 a) fallt daber der erste 

I I : i| Summand fort, und da der 

1 i ; ii zweite naeh (36c) = — ist, 

i ! 1 li so erbalt man: 


I Sa = 

1 S = 


+ Sa = 0 . 


^ Fig. baben somit folgendes 

Eesultat: 

Das Tiber eine bebebige Fiacbe 0 erstreckte In- 
tegral 

(38) S=jJ[||cos(if, n)-^oos{F,0]do, 


in dem die Funktion a den oben genannten Be- 
dingungen gentigt, ist gleieb dem uber die Eand- 
kurve c von 0 erstreckten Linienintegral 

(38') j X cos(s , '1^) ds . 

C 

Falls 0 eine gescblossene FlScbe ist, bat S den 
Wert EuU. 

Dem Eesultat kdnnen wir nocb zTvei analogs an die 
Seite stellen, die dadurcb entsteben, dafi man die Acbsen 
f, J?, f miteinander vertauscbt. Damit die Kurve e 
jedesmal in demsdben Sinne dnrcblaufen wird, ist er- 
forderlicb, daJJ die Vertauscbung von ij, ^ zykliscb 
gesobiebt, so daB ^ , fj , ^ ubergeben in ij, f, resp. 
f , i, 7]. Nimmt man zugleicb an Stelle der Funktion « 
andere Funktionen, die denselben Bedingungen wie « ge- 
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nugen, so lauten die zu (38) und (38') analogen Eela- 
tioneu: 


38 a) 




cos{N, tj) do —jy eos(s , f) ds 


Da in alien drei Liuienintegralen c in demselben Sinne 
durchlanfen wird, kann man, wenn man die drei Glei- 
clinngen (38), (38 a) addiert, die Summe der Integrals als 
ein Integral schreiben. Dadurch erhSlt man das sogenannte 
Stokessche Theorem: 


(39) 


= ![« cos(s , + $ cos(s ,rj) + y cos(s, C)] . 


Hierin ist das Doppelintegral uber die Flache G, das 
einfaohe Integral fiber ihre Randkurve c zn erstrecken; 
und falls die Flficbe 0 gescblossen ist, ist der Wert des 
linira stehenden Integrals gleich Hull. 

Mittels dieses Satzes ergibt sicb nun die Eiobtigkeit 
des oben benutzten HilfSsatzes [Gleichung (26 c), S. 164]. 
Denn das durch die erste Gleichung (21) definierte Inte- 
gral f hat die Form der linken Seite von (39), und zwar 
ist, damit die hnke Seite von (39) mit J identiseh wird, 
zu setzen: 


(40) « = 0, 


- «) 


- y) 


Wenn der Punkt A{x,y,g) auBerhalb der Flfiche 0 liegt, 
sind X, y und ihre Ablmtungen an dieser Flfiche ein- 
deutige, endliehe und stetige Funktionen von | , rj, f . 
Das Stokessche Theorem ergibt daher: 

r ds 

(41) J = jfi[{ri - 2 /)cos(s, 0 - (C — «)cos(s, 1 /)]-^ , 
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wSihrend fnr eine geschlossene Flache J = 0 ist. Die 
Gleichung (41) gilt, wie nahe auch der Punkt A der 
Flaclie 0 liegen mag, wenn er nur axiBerlialb liegt. Fur 
zwei Puukte A+, JL_, die auf verschiedenen Seiten von 
0 und dabei demselben Fiaobenpunkte unendlich nahe 
Uegen, sind, falls nur nicht J-o der EandkTirve c unend- 
licb nahe liegt, die Werte von 

ix[{7i - y) cos(s , C) - (C - ») cos(» , 

endlioh, und diese Werte nnterscheiden sich fur A+ und 
A. nur um unendlich Kleines. Das gleiche ght daher 
fur das Integral (41), d. h. 

(42) lim(J+- J'-) = 0. 


War die Plache 0 gesohlossen, so ist J+ = 0 und J~ = 0, 
daher gilt erst recht Gleichung (42). Damit ist die S. 164 
benutzte Hilfeformel (26 c) bewiesen. 



III. Abschnitt. 


Potential nnd Anziehnng homogener 
Ellipsoide. 

Kapitel 1 . 

Das Potential and die Anziehnngskomponenten homogener 
Ellipsoide fiir Punkte der Masse. 

Die Berechnung der Anziehnng der Ellipsoide gehOrt 
zn den beriihmtesten mathematisohen Problemen; hat es 
doch seit Newtons Zeiten die Mathematiker mehr als 
irgend ein anderes der Integrabechnung beschaftigt. Eine 
befriedigende Ldsnng hat die Anfgabe erst am Anfange 
des neunzehnten Jahrhunde^ gefunden, nnd im Lanfe 
jenes Jahrhnnderts sind die verschiedensten Methoden znr 
Losung anfgestellt, von denen die wichtigsten die von 
Laplace, Ivory, GanB, Diriohlet, Chasles*) nnd ans 
der zweiten Halfte des vorigen Jahrhnnderts die von 
Mertens**) nnd die von Heine angegebene, von seinem 
Schuler Znge***) durchgefuhrte sind. 

Wb wollen bei der Darstellnng toils Laplace, toils 
Ivory folgen. 

a) Das Potential ist eine Fnnktion zweiter 
Ordnnng der Koordinaten. 

Den angezogenen Punkt A nehmen vnx znnachst als 
iimerhalb des Ellipsoids liegend an nnd bezeichnen seine 
Koordinaten, bezogen auf die drei Hauptachsen der Flache 
als Koordinatenachsen, mit os, y , z. Sind | , 17 , f die 

*) Die Arbeiten der genannten Autoren sind, mit Anmer- 
kungen und Brlaulerungen versehen, vom Veif. in Heft 19 der 
Klassiker der exakten Wissensohaften herausgegeben, Leipzig 1890. 

**) Orelles Journ. f. Math., Bd. 70. 

***) Mathematische Annalen, Bd. 10. 
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Koordinaten eines beliebigen anziehenden Punktes, k die 
konstante Dicbtigkeit, so ist 

(1) r - . [ff, . 

Zur Berecbnimg tod. T fuhren wir raumliche Polarkoordi- 
naten ein, deren Anfangspunkt A ist, d. b. tot setzen 

f I = a? + e sin5^ COS9) , ij + psin^sings , 

\ ^ ==g + Q cos# . 

Das Yolumenelement .wird dann 

(2a) d£dt}dC — Q^dQ8in'd'd'&d(p 

und daber 

(3) V = hJJjQdQBiii.'&ddd<p . 

Die Integration nacb q nebmen wir znr inneren. Dann 
ist, da A innerbalb des Ellipsoids liegt, won p = 0 an bis 

zu demjenigen Wert pj des Ra- 
^ integrieren, der einem be- 
z' ( \ Oberfiacbe des 

i / \ Ellipsoids gelegenen Punkte 

T/® entspricbt. Denken wir uns ferner 

um A eine Kugel mit dem Ra- 

— dins 1 bescbrieben, so trifft jeder 

Pig.aa von A nacb der Ellipsoidober- 

flacbe gezogene Radius aucb die 
Eugel, und den samtlicben Punkten der EllipsoidoberDacbe 
entsprecben samtlicbe Punkte der Kugel. Die Grenzen 
fur # und <p werden daber dieselben wie bei der Integra- 
tion uber die Oberfiacbe einer Kugel. Somit wird 


V— 'kjdq>jsin'd‘ ddjQdQ 
00 0 

2jt 7C 

= ^kj Jp?sin#d#d95 . 


Um pi als Funktion von # und <p zu bestimmen, benutzen 
wir die Piacbengleicbung 


a* ■ js c* 
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Oder, wenn f, ij, f nach (2) durch Polarkoordinaten aus- 
gednictt werden und beachtet wird, dafi fur Punkte der 
Ellipsoidflache q den Wert Qi bat: 

f (» + Pi sin# COS 95 )® ( 2 / + 01 sin# sing;)® 

a® 6® 


^ , (l? + 0iCOS#)® . 

+ Ti ^ = 1 - 

e® 

Das gibt fur pi die quadratiscbe Gleichung: 

(5) ip? + 21fpi- JV = 0, 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 

sin®#cos®95 , sin®# sin®( 3 !> ^ cos®# 


(5a) 


6® 


+ 


M = 


F=1 - 


+ 


6® 


c® 

«cos# 

^3 


r 

b® 


? 


9 


Der KoefSzient L ist als Snmme dreier Quadrate stets 
positiv und kann nie verschwinden, F ist ebenfalls positiv, 
da der Punkt co, y, z innerlialb des Ellipsoids liegt. Bas 
Produkt der beiden Wurzeln der quadratiscben Gleichung 
(5) ist demnach negativ, beide Wurzeln sind also reell und 
die eine positiv, die andere negativ. Yon den beiden 
Wurzeln ist bier die positive zu nehmen, da bei raum- 
lichen Polarkoordinaten (vgl. 8. 18) nur positive Werte 
des Abstandes vom Anfangspunkte in Betracht kommen. 
[Die negative Wurzel wurde der entgegenpsetzten Eichtung 
entsprechen, die aber ohnedies beriicksichtigt wird, wenn 
aUe Werte von 0 bis (p alle von 0 bis 2^1 durch- 
lauft.] Die positive Wurzel von (5) ist nun 

^ , 

und somit gebt (3a) Tiber in: 

n 

1 ff(2M^ N 2MiM^ + LF\ . 

(3b) V^^Tcjj^— + — 

0 0 

W angerin, Theorie des Potentials I. 


12 
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Die rechte Seite von (3 b) la8t sicb erheblich vereiofachen. 
Zunichst ist 


2n St 

( 6 ) d'd‘dq) = 0. 


Denn fur 2 Wertepaare von ■&, (p, die entgegengesetzten 
Eiehtungen entsprechen, d. b. firr # , <p einerseits, n — 

31 (p andererseits hat M denselben absoluten Wert, aber 
entgegengesetztes Vorzeichen, wyirend , L und sin# 
fiir beide Wertepaare denselben Wert haben, ebenso W , 
das. von # und <p unabhangig ist. Fur die betrachteten 
Wertepaare hat somit die zu integrierende Funktion den- 
sdben absoluten Wert, aber entgegengesetztes Vorzeichen. 
In der Summe, deren Grenzwert das Integral ist, heben 
sich daher je zwei Summanden auf, und das Integral er- 
halt den Wert 0 . 

Aus ahnlichen tiberlegungen ergeben sich folgende 
Gleichungen: 


(6 a) 


2st St 






0 0 
2st St 

If 

0 0 

2st St 


sin# cos# C0SQ9 . o , o , « 

— sin#d;#^93 = 0 , 




0 0 


sin# cos# sin® .0,0, „ 

— sin#d#<i95 = 0 




Man braucht in dem ersten Integral nur die Wertepaare 
# , 9? und # , 2 3* — 99 , im zweiten und dritten die Werte- 
paare #, 99 und #,31-1-99 zusammenzufassen, um die 
Eichtigkeit der Gleichungen (6 a) zu erkennen. 

Nun zerfaut das Integral ' 


2st St 



d'd' dcp , 
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wenn man den Wert von M aus (5 a) einsetzt, in die 
Summe von 6 Integralen, nnd wegen (6 a) verschwinden 
von diesen diejenigen drei, welclie die Faktoren xy , xz, 
yz haben; es bleiben nnr die Integrale ubrig, welcbe die 
Faktoren x^^y^, z^ baben. Daber gebt die Gleicbung (3 b), 
wenn man fiir M und F die Ansdriicke (5 a) einsetzt, in 
folgende iiber: * 


( 7 ) 


2?r Jt . 

i-ii 

l2 


1 j/®sin 2 i?sin 29 j 

1 z^cos*^] 



^ ¥ 

^ ■ J 

0 0 ’ 

1 





+ • 


j I 

— — ~| . 


Da « , y , z ■weder in L , noch in den Grenzen des Inte- 
grals vorkommen, so erkennt man, daB F eine Fnnktion 
zweiten Grades von x, y, z ist, die nnr die Quadrate 
dieser Grdfien entMlt, d. h. daB F die Form hat: 

( 8 ) Y^Y,-Y^x^^-V,y^-y,z^-, 

nnd die hier anftretenden Koeffizienten haben die Werte: 


(8a) 


2n Jt 

0 0 

0 0 
2jr I 


sin'& d'&d(p 


27t 7C 




L ay 
0 0 0 0 
2jc JT 27r ;r 


0 0 
2;r Jt 


¥jj 
0 0 
23t i 

2 ffcos^-& . 


1 Jl ffsin^d&d(p 2 r \ 
0 0 0 0 


12 * 
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b) Beziehungen zwiscben den Koeffizienten 
Ton V . Folgerungen. 

Die Koeffizienten Fj , Fg , Fj lassen sicb nun in ein- 
facber Weise dnrch Fq ausdriicken. Es ist namlich 


STo 

da 






’sini?di?d95 dL 
I® 


Oder mit Berucksicbtigung des Ausdruckes (5 a) fur L-. 


ba ' 

Demnach wird 


2jr St 


1 , f fsinS'dS‘d<p 

27 ; 

0 0 


( 9 ) 



liZo 

a da 


2 sin^j? cos^9P 



da 


nnd entspreobend wird 



Von den in unserem E^ultat auftretenden Integralen 
brancben wir somit nnr Fq zu ermitteln, wabrend sicb 
^2 > daraus dnrcb einfacbe Differentiation ergeben. 
Ebe wir an die weitere Eednktion des Integrals Fq 
geben, woUen wir ans den bisberigen Eesnltaten zwei 
wicbtige Scblusse zieben. 

Die Komponenten der Anziebnng, welobe das bomo- 
gene BUipsoid anf einen inneren Punkt ausubt, sind, da 

i® nnabbangig sind, naob (8): 

(10) X = -^ = -2Fi®, Y--2Fg^,. B = -2F3«. 


Die anziebende Kraft ist daber 

(10a) K = 2 yFf ®2 + Fiy 2 + 7|^8, 
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Tind die Eiditungskosiniis derselben sind 

(lOb) :=^, 

Aua (10 a) geht liervor, dafi der Mittelpunkt des Ellipsoids 
keine Anziehung erleidet, was ubrigens aueh geometriscb 
sofort einzuseben ist, da fur diesen je zwei symmetriscb 
liegende MassenteOchen vorhanden sind, die eine Anziehung 
von gleicher GroJJe und entgegengesetzter Eichtung aus- 
tiben. Drdcken wir ferner die Koordinaten des angezogenen 
Punktes durch seinen Abstand r vom Mittelpunkte und 
die Eichtungskosinus (x., ^,y von r aus: 

x = rcc, y = rp, g = ry, 

so wird 

K==2riVla^ + n^‘^ + nf = ^rKi, 

.und die Eichtungskosinus von K werden 

K, ’ E, ’ e; • 

Diese Eichtungskosinus haben, ebenso wie E^, fur alle 
Punkte desselben Eadius denselben Wert, und wir haben 
somit den Satz: 

Die AnziehungskrSfte, die von eineia homogenen 
Ellipsoid auf zwei Punkte eines vom Mittelpunkt 
ausgehenden Eadius ausgeubt werden, sind parallel 
und verhalten sich wie die Abstande der Punkte 
vom Mittelpunkte. 

Aus den Ausdrueken fur Fi , Fg i konnen wir ferner 
noch folgendes schlieBen. Aus (5 a) folgt; 

0 /^ 

a^L = sin^# cosV + sin ® 95 + cos®# . 

Die Gr6J3en a^L und sind daher nur von den Ver- 

haltnissen -p- und -p- der Hauptachsen abhangig, eben^ 

l^L, e^L, Each (8a) hangen daher auch 

die Koeffizienten Vi, Fg , Fg , in denen ja a , J , c nur in 
den genannten Verbindungen a^L, usw. auftreten, 
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lediglich von den Aclisenverlialtnissen y, — ab. Wenn 

daber zwei Ellipsoide JS7, B' denselben Mittelpnnkt, die- 
selben Eicbtungen nnd dasselbe Verhaltnis der Haupt- 
acbsen besitzen [man nennt solcbe Ellipsoide ahnlicb nnd 
ahnlicb liegend*) Oder bomothetiscb], so iiben nacb (10) 
beide anf einen Pnnkt im Inneren des kleineren Ellipsoids 
Anziebnngen von gleicher GroBe nnd Eichtnng aus, vorans- 
gesetzt, dafi beide mit Masse von derselben konstanten 
Dicbtigkeit gef lillt sind. Die Diff erenzen der derselben Acbse 
parallelen Anziebungskomponenten von E nnd E' sind also 
gleicb Null, d. b. die zwiscben den Ellipsoidflacben E 
nnd E' gelegene Scbale uht anf einen Pnnkt des inneren 
hoblen Eanmes keine Anziebnng ans. Wir fassen das Ee- 
snltat znsammen in den Satz: 

Eine von zwei abnlicben nnd abnlicb liegenden 
konzentriscben Ellipsoiden begrenzte bomogene Scbale 
nbt anf einen Pnnkt des inneren Hohlranmes gar 
keine Anziebnng ans. 


*) Der Name ahnlicb reebtfertigt sicb dadurch; daS irgend 
zwei Durchmesser beider Ellipsoide von gleicher Eichtnng stets 
dasselbe GrdSenverbaltnis haben 

Beweis. Yon dem gemeinsamen Mittelpnnkte 0 beider Ellip- 
soide ziehe man einen Halbmesser, dessen Richtungskosinns a, 
^ , y seien, wahrend seine L^ngen bis zum Schnitt mit den beiden 
Ellipsoiden mit q nnd q' bezeichnet werden mbgen. DerEndpnnkt 
von Q hat die rechtwinkligen Koordinaten qoc^ qP , qy , nnd da 
er anf dem Ellipsoid mit den Achsen a, h , c liegt, so ist 





Oder 


c= 

a® 

= + + 

Ebenso ist 



nnd da 


II 

II 

so folgt 




Q a 


nnd das gilt fnr jede beliebige Eichtnng , y . 
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Zusatz. Haben die abnUchen Ellipsoide JE und. E' 
verscMedene Mttelpnnkte, aber parallele Achsen, und liegt 
E' ganz innerhalb E, so sind die Anziehungskompo- 
nenten von E durcb (10) bestimmt, wahrend die von E' 

-2V^x', -2V^y', -27sz' 

sind, wo x' , y' , z' die Koordinaten des angezogenen 
PunMes fur die Achsen von E' als Koordinatenachsen 
sind, X, y, z die Koordinaten desselben Punktes fur die 
Achsen von E als Koordinatenachsen. Sind nun Xq, yo, 
Zq die Koordinaten des Mittelpunktes von bezogen 
auf die Achsen von E , so ist, da die Achsen von E und 
E' parallel sind, 

x' = x — Xo, y[ = y — yo, a' = » — »o • 

Daher haben die DiHerenzen der Anziehungskomponenten 
beider EUipsoide die Werte 


-2FiaJo, — 2F2i/o> -SFsao! 


und diese Differenzen, die Ton den Koordinaten des an- 
gezogenen Punktes unabhangig sind, sind die Anziehungs- 
komponenten der Ton E und E' begrenzten Schale, also: 

Satz. Die von zwei ahnlichen EUipsoiden mit 
parallelen Achsen, aber Terschiedenen Mittelpunkten 
begrenzte homogene Schale iibt auf Punkte im inneren 
Hohlraum eine Anziehung von konstanter GroBe und 
konstanter Eichtung aus. 
c) Weitere Eeduktion der Koeffizienten. 

Wir wenden uns nun zu dem Integral [erste 
Gleichung (8 a)] zuriick. Da in L nur die Quadrate von 
sin#, cos#, sin^, COS 99 auftreten, so geben die acht Ok- 
tanten der Kugelflache vom Eadius 1 gleiche Betrage zu 
dem Integral. Es genugt daher, die Integration dber 
einen Kugeloktanten auszudehnen und dann mit 8 zu 
multiphzieren. Setzt man noch fur L seinen Wert aus 
(5 a) ein, so wird 





8in.&d‘d‘d<p 


sin® cos® 95 


sin®i?sm®99 cos®^ ’ 
'■ c® 
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Oder wena wir im letzten Summanden noch den Paktor 
008*9? + sin®?? > der ja =1 ist, hinzufugen, die Glieder 
mit 008*9? sia*9) zu8ammenfassen and die Integration 
nach 9? als innere nehmen: 


(11) 7o 4fcpin#d#| cos*^^ „ , /"sin*# eos*#\ . 


0 0 

» 


Die Integration nach (p laBt sich ansfuliren, da 


( 12 ) 


dq> 


m 008*9? + ** sin*9? 


df = 




i8t, vorauegesetzt, daB m and n positive reelle GroBen 
8ind*). Daroh Anwendang von (12) geht (11) in folgende 
Gleicliang liber: 

in 


(11a) 


y, 


■■ 231:10 


8in*# 


sin#d?? 

008*1? \ /sin*i? 008*1? \ 


Das ubrigbleibende Integral ist ein elliptiscbes Integral 
der ersten Gattang, das man leiobt aaf die Formalform 
der dliptischen Integrale znrackfuhren kann, and zwar, 
falls fl > 6 > c ist, daroh die Sabstitation 


cosi? = 


0 

/a* - c* 


tgi . 


*) Die Hilfsformel (12) ergibt sich sehr einfach dadurch, dai 
statt (p eine neue Integrationsvariable y einfuhrt, indem man 


— tang9? = tang'<iy 


setzt, und beachtet, daS, wenn (p von 0 bis variiert, dasselbe 
auch mit der FaU ist. 
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Dann ergibt sicb 
Vq = 2jiJc 





62 


_ ca 


sin^A 


■wo 


ist. 



fa^ 


— e2 


0 


Indeasea ist diese Form fiir unsere Untersucliuiig niclit 
zweckmaBig, da in ihr die Achsen a,h ,c nicht symmetriscli 
anftreten; auBerdem "wurde die Ausffilirung der Differen- 
•tiation nacb a, i, c umstandJich werden, da aucb die 
obere Grenze des Integrals von a nnd c abhangt. Um 
eine in bezng anf a, b, e symmetriscbe Form fiir Fo zn 
erbalten, geben wir der Gleicbnng (11a), indem -wir in 

jedem Faktor des Nenners — r — beranssetzen, die Form: 


(11b) 


Fn = 



sin^'C* 




tg2d + l) (|^tg2^+l) 


Weiter fohren "wir eine neue Integrationsveranderliebe s 
ein dnrch die Subs'titution 

(13) ctg& — 'fs, 

worans 

. „ iTs cd'd' ds 

yc2 + s cos®# 2 fs 

folgt, wahrend die Grenzen fiir s werden : s = 0 "and 

S = oo. 

Dadurch gebt der Ansdmck (lib) in folgenden 
Tiber: 
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(14) 


P 0 ^ ^ 



zds 


s 




= aicjiTc ] 




Hieraus folgt mittels der Gleichung (9): 


(14a) Kl = abCTtkl- ^ , 

<^0' J (a^+s)i{a^+s)(b^ + s){6^+s) 

0 




und analoge Ausdriicke ergeben sich fiir und F 3 . Setzt 
man diese Ausdrflcke in ( 8 ) ein, setzt dabei die Faktoren 
unter die betreffenden Integralzeichen und ersetzt 
die Snmme der vier Integrale durcb das Integral der 
Summe, so erhalt man 


(15) 


F= 7r.Tc.abJ - - /l 

Jy(«Hs)(6Hs)(cHs)l 


aH« 


6 ^ + s 


— ! 

c* + s/ 


tJbrigens ist der Koeffizient 


nhabc^ IM , 

falls JT die Masse des Ellipsoids ist. 

Fur die Anzidiungskomponenten erbalt man aus (15): 


(15a) X — — 2jt'kabcxf - 

J (aH s)y(a2 + 8)(62 + s)(e2 + g) 

0 • 

und analog J und Z, 

Auch aus (15 a) kann man den Satz S. 182 ableiten. 
Fuhrt man namlich an Stdle von s eine neue Integrations- 
variable ein, indem man 


s = aH 
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setzt, so sieht man, daJJ X nnr von den Aclisenverhalt- 
mssen y, y abhangt. 

Die zweiten Ableitungen von V sowie der Ausdrnck 
fiir AV soUen spater untersucht 'vrerden. 

Aus den fiir das dxeiachsige Ellipsoid abgeleiteten 
Eormeln (15), (15a) ergeben sich leicbt die entsprecbenden 
Formeln fiir das verlangerte vind das verknrzte Botations- 
ellipsoid. Man siebt dabei, dafi< wenn zwei der drei 
Aobsen a, 1, e einander gleicb werden, die elliptischen 
Integrate sich anf elementare Transzendenten (Logarithmen, 
resp. zyklometrische Punktionen) rednzieren. Wir -wollen 
an dieser Stelle nnr daranf Mnweisen und die Ansfuhrang 
der Bechmingen auf spater verschieben. wo wir die ent- 
spreehende Aufgabe fiir auBere Punkte zu behanddn 
haben werden. 


Kapitel 2. 

Die Auziehungskompouenten homogener EUipsoide 
fiir aufiere Punkte. 

Das Verfahren, das bei der Bestimmung des Potentials 
fiir innere Punkte zum Ziele fuhrt, wiirde bei auBeren 
Punkten auf groBe Schwierigkeiten stoBen. Dieselben 
ruhren daher, daB, wenn man Polarkoordinaten einfuhrt, 
deren Anfangspunkt der an- 
gezogene Punkt A ist, die- 
Grenzen der Integration nach 
■& und <p nicht mehr konstant 
sind. Denn denken wir uns 
wieder um A eine Kugel vom 
Badius 1 beschrieben, so trifft 
nicht jeder Kugelradius auch 
das Ellipsoid. Die Integration 
nach i? und (p ist deshalb nicht 
mehr uber die ganze Kugel- 
fiache zu erstrecken, sondern 
nur iiber den Teil, der aus der Kugelfiache ausgeschnitten 
wird durch den von A an das Ellipsoid gelegten Tangen- 
tialkegd. Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ge- 
staltet sich dadurch umstandlich und schwierig. Daher 
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scUagen wir fftr Sufiere Puiikte einen andern. Weg eiu als 
fiir innere, und zwar woUen -wir unsere Aufgabe nacb der 
Metbode von Ivory erledigen. 

a) Begriff der konfokalen EUipsoide. Bestim- 
mung des zu einem gegebenen konfokalen Ellipso- 
ids, das dureh einen gegebenen Punkt gebt. 

Wenn zwei Ellipsen konfokal sind, d. b. dieselben 
Brennpunkte besitzeu, so baben sie aucb denselben Mittel- 
punkt, dieselben Acbsenriebtungen und aufierdem dieselbe 
Differenz der Quadrate der Aebsen. 

Z-wei EUipsoide beiBen konfokal, wenn ibre Haupt- 
scbnitte konfokale Elbpsen sind. Aucb konfokale EUipsoide 
mussen daba^ denselben Mittelpunkt und dieselben Acbsen- 
ricbtungen besitzen; und sind ibre G-leicbungen 


( 1 ) 





a'2 y2 1" e'2 


so muB 


sein, d, b. 

(la) = = 

Dafi zwei konfokale EUipsoide keinen Punkt gemeinsam 
baben kdnnen, ergibt sicb so. Die Koordinaten 17, f 
des genaeinsamen Punktes muBten beiden Gleicbungen ( 1 ), 
daber aucb der daraus durcb Subtraktion entstebenden 
Gleicbung 



genugen. 


Diese kann man wegen (la) so schxeiben: 


(a'2_ 


^ 4. ’J® I 1 

a^a'^ ■+■ yys "f 


und man siebt, daB, da a'^ — a^^O ist, sie nur durcb 
^==0, T] = 0 , t = 0 befriedigt wird. ^ = 0, rj = 0 , f = 0 
aber genugen kemer der beiden Gleicbungen ( 1 ). 

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, ein zu dem 
Ellipsoid ^3 3 ' 

^ 6* ^ (j2 
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konfokales zn bestimmen, das durcb einen gegebenen 
Punkfc CO, y, IS geht. Sind a', V , o' die Acbsen des ge- 
sucbten Ellipsoids tind setzt man 

(lb) a'^ = a® + o , 
so wird wegen (la) 

(l c) l'^ = b^ + a, e'^ = c^ + a, 


und da der Punkt x, y, z auf dem Ellipsoid mit den 
Acbsen a', V, c' Kegen soli, so baben wir zur Bestimmnng 
von a die Gleicbung 


( 2 ) 


-\- a 5^ + 0 c® + a 


Das ist eine Gleicbung dritten Grades fur a. Urn die 
Lage ibrer Wurzeln zu ermitteln, nntersucben wir die 
Funktion 


( 3 ) 


m- 




I 

b^ + X 


c^ + X 


und nebmen dabei a> b> e an. 

Fur 1 = H-oo ist f{X) = — 1 . Liegt ferner der Punkt 
X, y, z aufierbalb des gegebenen Ellipsoids, so ist 


*2 


+ ^ + -^>1 > 


daber wd f{X) > 0 fur 1 = 0 . f(l) wecbselt also zwiscben 
A = oo und X = 0 mindestens einmal das Vorzeicben, und 
da f{X) fur keinen positiven Wert von X unendlicb wird, 
kann der Zeicbenwecbsel nur dadurcb zustande kommen, 
daU f(X) — 0 wd; d. b. mindestens eine Wurzd der 
Gleicbung (2) liegt zwiscben 0 und oo. 

Wir betraebten ferner den Wert X = —o^ + s, wo s 
eine sebr kleine positive GrSfie bezeicbnet. Fur ibn wd 

ffl)- I y' I 1 

a^-c^ + s^ b^-c^ + e^ s 


Fur sebr kleine s -wird — sebr groB; es iiberwiegt fiber die 

fibrigen Summanden, und daber wd f{X) > 0 . Bbenso 
erkennt man, daB ffir X = — o^-~e', wo e' meder eine 
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kleiae positive GroBe ist, f{X) negativ wird. Der 
Zeichenweclisel ist Mer dadnrcli entstanden, dafi fur 
I = —o^ f{X) = 00 wild. Betrachten -wir noch ebenso die 
Werte X = —¥ -\- , X = — — si, X = —a^ + s^ , 

X= — a^ — si, so erhalten wir fiir die zugehdrigen Vor- 
zeichen von f{X) folgende Tabelle; 


X 

00 0 • 



£2 — ® 

m 

- + 

+ 

+ 

- + - - 


Die Tabelle zeigt, dafi, wenn X alle Werte von +oo 
bis —00 durcblanft, f{X) sechs Zeichenwecbsel erleidet. 
Ton diesen riihren drei davon her, daB f{X) fiir die 
Werte — c®, —a^ von X durch IJnendlich geht. Die 

hbrigen Zeichenwecbsel, die in den IntervaUen 00 ...O, 
— — — liegen, konnen, da sich /"(I) in 

diesen IntervaUen kontinuierlich andert, nur dadurch ent- 
stehen, daB f{X) = 0 wird. Ferner kann es in jedem der 
genannten IntervaUe nur einen Wert von X geben, fiir den 
f{X) = 0 wird; denn f{X) ist ein Bruch, dessen Zahler und 
B'enner vom dritten Grade in X sind, und eine Funktion 
dritten Grades kann nicht fur mehr als drei Werte des 
Arguments verschwinden. Die Werte von 1 , fur die f{X) 
verschwindet, sind zugleich Wurzeln der Gleichung (2). 
Diese Gleichung hat daher drei reelle Wurzeln, eine 
positive und zwei negative. Doch nur fiir eine von 
diesen Wurzeln, die positive, ist die zu bestimmende 
Fiache ein Ellipsoid. Denn fur die zweite Wurzel, die 
zwischen — und liegt, wird c® + a negativ, wahrend 
i^ + a und + a positiv sind. Die Fiache 

-\-G 6® -f- ® e^-\- a 

ist daher ein einschaliges Hyperboloid. Fur die zweite 
negative Wurzel, die zwischen — und — 6® liegt, ist sie 
ein zweisohaliges Hyperboloid, und nur fur die positive 
Wurzel von (2) ist die Flache ein Ellipsoid. Wir haben 
daher das Eesultat: 

Durch einen Punkt x, y, e auBerhalb eines ge- 
gebenen Ellipsoids kann man stets ein und nur ein 
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zu diesem koufokales BUipsoid legen; seine Achsen 
sind ia^ + a, + a, yc® + a, und a ist die po- 
sitive Wnrzel der Gleichung (2). 


Zusatz. Liegt der Pnnkt x, y, z nicht auBerhalb, 
sondem innerlialb des gegebenen Ellipsoids mit den 
Achsen «, b, c, so bat die Gleicbung (2) drei reelle 
negative Wurzeln, die in den Intervallen 0...— 

— e® ... — 6® ; liegen. N’ur der ersten Wnrzel 

entspricht ein Ellipsoid. 

b) Korrespondierende Punkte konfokraler El- 
lipsoide. Ivorys gebmetrischer Satz. 

Korrespondierend nennt man zwei Punkte auf den 
Oberfiacben zweier konfokalen Bllipsoide dann, wenn ibre 
Koordinaten sicb wie die entsprecbenden Aobsen ver- 


balten. Ist also ^ f ein Pnnkt des Ellipsoids mit 
den Acbsen a, i, o, rj', der korrespondierende 
Pnnkt des konfokalen Ellipsoids mit den Acbsen a', V , o', 


so ist 

W 


a a' ’ & V ' 



Pur ,den PaU, daB die konfokalen EUipsoide in kon- 
zentriscbe Kngeln ubergeben, begen je zwei korrespon- 
dierende Punkte mit dem Kugelmittelpunkt in gerader 
Linie. In diesem SpeziaMaU gilt nun folgender, durcb 
einfacbe elementar-geometriscbe Betracbtungen zu be- 
weisender Satz: Mmmt 
man auf jeder von zwei 
konzentriscben Kngeln je 
einen Pnnkt beliebig an,' 
so ist ibr Abstand gleicb 
dem Abstand der korre- 
spondierenden Punkte. 

Ein analoger Satz gilt, 
wie Ivory gezeigt bat, 
ancb fur konfokale EUip- 
soide. Bs sei P(|, Yj, f) Fig. 80. 

ein bebebiger Pnnkt des 

EUipsoids mit den Acbsen a, i, e, A{x,y,z) ein be- 
bebiger Pnnkt des konfokalen EUipsoids mit den Acbsen 
a', 6', o', femer sei P'(|', H korrespondierende 
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Punkt zu P aut dem zweiten, y', s') der korrespon- 
dierende Punkt zu A auf dem CTsten Ellipsoid, so ist 
FA‘=1>'A'. 

Beweis: Es ist 


= x^ + y^ + g^ + i3 + }]^ + C^ — 2(ia! + i]y + Csi) , 

= 3S'^ + ^ 2,'2 + ^ 4. f'2 


- 2 (|'a!'+ij'/+r* 0 - 


Zwisehen f, i?, f, f', jj', bestehen die Edationen (4), 
wahxend fur a?, x\y', z' die Gleicbungen gdten; 


(4a) 




Aus (4) und (4 a) folgt: 

(4b) = yy = rj'y' , ^z = ^'z'. 


Pemer folgt aus (4 a): 

x'^ + y'^ -{• z'^ 


a^x^ 


»/2 


J)2y2 f,2^2 


= ^ + 3,2 + ^2_(^^2_«2)|1_(J/2_J2)|1_(,^2_^)^, 


also wegen (la) 

(4c) x'^ + y'^-^z'^ = x^ + y'^ z^ — {a'^ — a^) 


/y2 ^2 

L 1. L 

a'2^y2^ c 


_ 


Da nun x, y, z wd dem Ellipsoid a', 6', 0 ' Uegt, so ist 
in (4c) der Eaktor Ton a'® — a® gleich 1 , mithin 
(6) x'^ y'^ + z'^ = x^ + y^ z^ — (a'®. — a^) . 


Ganz ebenso folgt aus (4): 

(6a) + ^'2 + ^'2 = |2 ,^2 + ^2 _ (<t 2 _ 

und aus (6) und (6 a) 

(6b) 

1 =»^ + y2 + 22 + P + ,2 + ^2. 


Setzt man (4 b) und (6 b) in die weite Gleichung (5) ein, 
so wird die recbte Seite derselben gldcb. der rechten Seite 
der ersten Gleichung, d. h. 


PA® = P'A'^ 
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Satz. Die Bntfernung zweier beliebigeu Punkte, 
die auf den Oberflacben zweier konfokalen EUipsoide 
Kegen, ist gleich der Entferming ihrer korrespon- 
dierenden Punkte. 

c) Ivoryscber Satz uber die Anziehnng kon- 
fokaler EUipsoide. 

Die X - Komponente der Anziebnng, welche ein 
homogenes Ellipsoid mit den Achsen h, c anf einen 
anBeren Punkt A{a}^y,z) anstibt, ist nacb den allgemeinen 
Grundformeln: 


wobei Tiber das Volumen des Ellipsoids zu integrieren ist. 
Die Integration nacb | laBt Rich ansfiihren, und zwar sind 
die Grienzen fiir f dnrcb die Gleichnng des Ellipsoids 
bestimmt: 


^1 = 






1 


nL-JL 

b* c® ‘ 


Es ■wird also, wenn w die Werte, die q fur $ = 
nnd f annimmt, mit xind bezeicbnen: 


pa) X— 

f 

und 02 sind die AbstSnde des angezogenen Punktes A 
Ton den beiden Punkten und Pg , in denen das Ellip- 
soid Ton einer durob den Punkt rj, f der i^f-Ebene zu 
der l-Acbse gelegten Parallelen gescbnitten wird; und die 
Integration in {7 a) ist uber den Hauptscbnitt j/f des 
Ellipsoids zu erstreoken. 

tJbrigens mag bier gleicb bemerkt werden, daB die 
Gleicbimg (7 a) aucb fur den Fall gultig bleibt, daB der 
angezogene Punkt innerbalb des anziebenden Ellipsoids 
liegt. Denn (7 a) ist ein Spezialfall der allgemeinen Glei- 
cbung (12 a), S. 71, und von dieser Gleicbung ist die 
Gultigkeit aucb fur innere Punkte gezeigt. 

Wir legen nun durcb A das zu dem gegebenen kon- 
fokale Ellipsoid, nennen seine Achsen a', V, c' und be- 

W angerin, Theoiie des Potentials I. 13 
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stimmen auf diesem die korrespondiereaden Pnnkte Fi, Pi 
zu Pj , P 2 , efcenso zu A dea korrespondierenden Punkt A' 

axif dem gegebenen Ellip- 
soid. Dana ist: 

■ AF^ = A'F[, 

AP^=A'Pi, 

and die Pnnkte Pi, Pi 
liegen ebenso wie die 
Punkte Pi, Pg aof einer 
Parallelen znr Achse $.■ 
Wie nun AP^ und AP.^ 
mit Pi und bezeiebnet 
waren, so mogen A' Pi 
und A' Pi mit p{ und Qi bezeiebnet werden. Wir baben dann 

(8) Pi = Qi und Pa = Qi , 

imd Qi und Qi sind die AbstSnde des Punktes A' Ton den 
Punkten Pi, Pi des konfokalen Elbpsoids, in denen dieses 
von einer durcb den Punkt rj' , C' der j;t-Ebene zu | 
gelegfcen Parallelen getroffen wird, falls v?', C die korre- 
spondierenden Werte von ri, f sind. 

In (7 a) ■war die Integration naoh t] und f uber den 
Hauptsebnitt rjC des gegebenen Elbpsoids zu erstrecken. 
Pubren w an Stelle von tj , C die Veranderbeben t}', 
mittels der Gleichungen 

(8a) f = dnd^-^dn'U' 

ein, so ist die Integration nacb j?', uber den Haupt- 
sebnitt j?' des konfokalen Elbpsoids zu erstrecken, und 
(7a) gebt fiber in: 



Ifun bat in (9) der Ausdruefc 
( 10 ) 

dieselbe Form wie die reobte Seite von (7 a), nur daB an 
Stebe des EDipsoids a, I, e das konfokale Elbpsoid a', b', e' 
auftritt und an Stelle des angezogenen Punktes A der 
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Punkt A' . Der Ausdruok (10) ist also, da Gleichung (7 a) 
auch ffir innere Punkte gilt, die X-Komponente der An- 
ziekung, welche das Ellipsoid a' , b', e' auf den Punkt 
®', y', z' ausubt. Bezeichnen wir ^esen Ausdruok mit X' , 
so gebt (9) fiber in 


( 11 ) 


X = ^X' Oder 
be 


X be 
X' ~ b'c' • 


Die Gleichung (11) enthalt den Ivoryschen Satz, der 
sich, da analoge Gleichungen auch fur die Y- und Z-Kom- 
ponenten gelten, folgendermafien in Worte fassen ISBt: 

Ivoryscher Satz. Die parallel einer und der- 
selben Hauptachse genommenen Eomponenten der 
Anziehung, die einerseits ein homogenes Ellipsoid 
auf einen beliebigen Punkt der Oberfiache eines 
konfokalen, und die andererseits dieses konfokale 
Ellipsoid bei gleioher Diehtigkeit auf den korre- 
spondierenden Punkt der OberflSehe des ersten El- 
lipsoids ausdbt,. verhalten sich "wie die Produkte der 
zu der Komponentenrichtung senkrechten Haupt- 
achsen beider EUipsoide. 

d) Anziehungskomponenten des homogenen 
Ellipsoids ftir auBere Punkte. 

Durch das Ivorysche Theorem ist die Anziehung, die 
ein Ellipsoid auf einen SuBeren Punkt ausubt, zuruckgefuhrt 
auf die Anziehung eines andern Ellipsoids auf einen innern 
Punkt. Der in (11) auftretende Ausdruok X' ist naeh 
Gleichung (15 a), S. 186: 


X'= —2nTta 
und hierin ist 


'b'c'x'f— 


ds' 


2 + s') y(a '2 - 1 - s') (&'2 + s') (c' ® + s') ’ 


a'2 = a2 + o , b'^ = b^ + o, e'^ = c* -1- o 

zu setzen, wo a die positive Wurzel der Gleichung (2), 8. 189, 
ist; denn das zu dem gegebenen konfokale Ellipsoid mit den 
Achsen a', b', e' geht durch den Punkt A (®, y, z) . Pemer 
ist nach (4 a): 

a' x' — ax . 


13 * 
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MtMn folgt aus (11): 

00 

ds' 


(11a) X = —inTiabcsc 


{a^ + o+s')i{a^+a+s')(bH<s+s')ic^+o+s') 


Hier fiihre man an Stelle von s' eine none Integrations- 
variable ein: 

s' + a = s , 

so mrd 


(12) X = —2Tc'kalexi 


ds 


(«2 + S)y(a2 + s)(J2 + «)(c8 + s) ’ 


tind analog werden 

Y — —2nlcaieyj 


(12 a) 


ds 


Z = —2nltal6ii[ 


(62 + s)y(®2 + s)(62 + s)(c2 + s) ’ 
00 

r ds ' 

(e2 + s)y(a2 + s) (62 + s) (c® + s) 


Die Anziehnngskomponenten fnr anBerePnnkteuntersclieiden 
sick somit von denen fur innere Punkte [(15 a), S. 186] 
nur dadurch, dafi die nntere Grenze der auftretenden eUip- 
tischen Integrals nickt mekr =0 ist, sondern =o, wo o 
die positive Wurzel der Gleichnng (2) ist. 


Kapitel 3, 

Das Potential homogener Ulipsoide for dnBere Punkte. 

a) Ermittelung des Ansdrncks fur das Poten- 
tial. 

Urn das Potential zu bestimmen, d. h. eine Funktion 7, 
deren partielle Ableitungen nach «, « die Werte X,Y,Z 

annebmen, vergleichen wir die Form der Anziehungskom- 
ponenten fur innere und auBere Punkte. Ffir innere Punkte 
war nach (10), S. 180: 
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und da Mer V^, V 2 , V 3 konstant sind, so folgt sofort: 

F = - 71*2 _ ViZ^ + C , 


wo 0 eine Konstante tezeichnet. 

Fdr aufiere- Punkte tritt folgender UnterscMed ein. 
Die in (12) und (12 a), S. 196, auftretenden Integrale sind 
transzendente Funktionen von a, also auck, da a durch 
Gleichung (2), S. 189, bestimmt wird, transzendente Funk- 
tionen von x,y,z. Bezeicknen wir die mit stTcaic multi- 
plizierten Integrale daker mit fi{oo,y,z), 

«)> so wird: 


( 1 ) 


8 V 

dx 


- 2 xfi(x,y,z) , 
8 V 


8 V 


-’^yft{«s,y,z) , 


e-z 


=^-2zfs{oe,y, z) 


Um kieraus die Form von V zu ermitteln, betrackten wir 
zunSckst den speziellen Fall y — 0, z — 0. Dann wird: 


dx 


-2xfi{x) , 



dV 

dz 


= 0 , 


daker 

V = — i»Yi(«) + + <p{^) > 


d. k. einfack: bei teilweiser Integration ist statt der In- 
tegrationskonstante eine zu bestimmende Funktion you x 
hinzuzufugen. Analoge flberlegungen, auf die aUgemeinen 
Gleichuligen (1) angewandt, fuhren zu dem Ansatze: 

.gx i ^ ») — 2^^f2(®, y , «) 

[ -z^fs{x,y,z) + F{x,y,z) . 

Damit aus (2) die Gleickungen (1) folgen, muB 

( eF{x,y,z) ^,8f^{x,y,z) , 8f2{x ,y,z) 

I ^ ^ dx 

, ... 8fsi(s,y,z) 


( 3 ) 
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dF dF 

sein, wozu noch zwei analoge Gleichungen far and 

kommen. STan siad die (mit nit ah c maltipli- 

zierten) lategrale, die in (12) and (12 a), S. 196, aaftxeten. 
Diese hilngen diiekt nar von a ab, von se,y,z nar insofern, 
als o Yon x,y,z abli§,ngt. Es ist daber: 


dfi{x,y,z) dfi(x,y,z) Ba 


Eerner ist: 


fi{x,ytz) — n 1 cahei 


(a® + s)i{a^- + 8)i¥ + s){c^ + 8) 


dfi{x,y,e) 

da 


nhabc 


do (a2 4 - a) y{a^ + o) (6^ + a) (c^ + a) 

Ahnlicbe Aasdrncke erhalt man ffir and 


df 3 {x,y,z) 

da 

fiber : 


; and somit geht die Gleichang (8) in folgende 


6F{x,y,z) 

Bx 


’ _ nlcabc j" a?® ^ y^ ^ a* 1 da 

y(a 2 + a)(b 2 +o’)(eHo)L®^+®*^^® + n'^c* + aJ da? ’ 

und da a der Gleichung (2), S. 189, genfigt, ist die in der 
E;iammer stekende Samme = 1 , d. h. es ist: 


8F{x,y,z) 


Ebenso wird: 


BF{x,y,z) 

By 

BF{x,y,z) 

Bz 


— nltabe Ba 

/(a2 + a)(&® + a)(c* + a)'^' 

— nltabe Bo 

l(a^ + a) (62 + a) (c^ + a) ’ ’ 

— nltabe Ba 

' (a^ + a) (b^ + a) {e^ + a)' ’ 
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Aus (4a) und (4b) folgt sofort: 


F{sd, y,e) = —nliahe\ 


J y(«2 + o) (6* + a) {e^ + a) 
ein Eesnltat, daB wir so schreiben: 

. \ r ds 1 


(5) F{x,y,z) = —nleahe] 1^ — +C. 

[Jy^s)(&*+«)(cH«)w 

Zur Bestimmui]^ der Konstante C ist zn beachten, daB, 
Trenn der angezogene Pnntt ins Fnendliche rfickt, V ret- 
schwinden muB, die recbte Seite von Gleichnng (2), S. 197, 
mnB dann also ebenfaJls == 0 warden. Unn ist: 

f ?/,«) + y^fA«>> yi«) + «V8(® ) y , «) 


^sthale 


f ds f 4. 4. _?!_ 

y(a®+8) (&®+«) (eH«) [a® + « + « <?*+«. 


Eiickt der angezbgene Punkt ins TJnendlicbe, so werden 
die drei Achsen des dnreb ibn gelegten, zn dm gegebenen 
konfokalen Ellipsoids nnendlicb groB, also 0 = 00. In dem 
letzten Int^al wird die nntere Grenze der oberen gleicb, 
also wird das Integral = 0 , d. b. 

s>Hi + y% + «% 

wird == 0 . Damit V verscbwindet, ist also nocb notig, 
daB fur 0 = 00 F{x, y,z) = 0 wird. Das gibt nach (5) die 
Bedingnng: 

0 = -nTcale \ f , . : - :1 +C, 


nnd somit wird: 

F(x, y , z) = Tihahc 


l/(a2 + «)(&* + s)(c8 + a)J,= 


(a® + s) (6® 4- s) (c® + «)J,, 


■/(a® s) (6® + s) (c® 4“ 8)j«=ff/ 


(7) F{x,y,z) = !ilca'be 


'(a® 4- s) (6® 4- «) (c® 4- *) 
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( 8 ) 


Mittels der Gleichungen (6) und (7) geht der Ausdruck (2) 
Ton V in folgenden fiber: 


V=:^.hn.h/s f — (t- 




¥+s 


— 1 
«■+>/ 


Das Potential des homogenen Effipsoids ffir fiuBere Punkte 
unterscheidet sich daber von dein ffir innere Punkte ledig- 
lieb dureb die untere Integrationsgrenze. 

b) Verifikation der Eesultate mittels der Di- 
richletschen cbarakteristiseben Bigenschaften. 

DnabMngig you der bisherigen Ableitung der Beaul- 
tate woUen wir zeigen, daJJ dieselben den Dirichletschen 
cbarakteristiseben Bedingungen genfigen und damit einen 
zweiten Beweis fur dieselben ffibren. 

Wir betracbten eine Punktion die ffir Punkte x,y,e 
inner balb des Ellipsoids mit den Acbsen a,h, c den 
Wert bat: 


(I) 


== Tchaic 1-== 


ds 


+s){P+s){e^+s) 


I 


¥+s o^ + sj 


(S konstant), vfihrend ffir Punkte x,y,z auBerbalb jenes 
EUipsoids 


(II) 7„=7t1cahe 


ds 


i(a^+s)(b^+s){e^+8) 






+ S ¥ + S G 




ist, VO a die positiTe Wurzel der Gleicbung 


(Ha) 


+ • 


+ ' h^ + a ' c^ + a 


= 1 


bezeiebnet. Bs ist zu zeigen, daB die Ausdrficke (I) und (II) 
die cbarakteristiseben Eigenscbaften des Potentials jenes 
bomogenen Ellipsoids besitzen. 

Zunacbst ist zu zeigen, daB 7^ und 7 stets endliebe 
Werte besitzen. Zu dem Zwecke betracbten vir das In- 
tegral: 0 , 


/y^ 


ds 


-f s) (b^ + s) (e^ + s) 
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wo CO eine groBe Zaibl bezeichnet. 1st a> b> e, so ist; 


( 9 ) 

daher: 


< 


]/(«* + s) (62 -j- s) (e3 + s) (l/c2+s} 


> 


J< 


h 




2 2 
3, d. b.: J <- 


0 ]/c2 + (U 


Daraus erkennt man, daB, wenn die obere Grenze co = oo 
wird, das Integral J docb einen endliehen Wert bebait; 
und dieselbe Betraebtung laBt sicb auf die ubiigen in (I) 
auftretenden Integrale anwenden. ITebmen wir in J zur 
nnteren Grenze o statt 0, so wird: 


J ^ z ^ 

ie^ + a ic^+co ' 

J bat also ebenfalls fiir co = oo einen endlicben Wert, nnd 
ebenso die iibrigea Integrale in (II). Da ferner die zn 
integriexenden Bunktionen innerbalb der Grenzen stets end- 
bcb sind, so sind aneb nnd Va fox bebebige endlicbe 
Werte von x, y , e stets endUcb. 

DaB sicb weiter und mit x, y, z kontinnierbcb 
andern, folgt fur daraus, daB es eine ganze Funktion 
zweiten Grades von x, y,z ist. Fur Va beaobte man, dafi 
eine unendlicb Meine Anderung von x,y,z aucb eine un- 
endlich Meine Andening der positiven Wurzel o der Glei- 
cbung (11 a) zur Folge bat. Bei einer unendlicb kleinen 
Inderung von x, y , z erfabrt daber sowobl die zu in- 
tegrierende Funktion, als die imtere Grenze des Integrals 
in (II) eine unendlicb kleine Anderung, damit aucb das 
Integral selbst, also ist aucb Va eine kontinuierbcbe Fnnk- 
tiott von X, y, z. 

Euckt der angezogene Punkt x, y, z von auBen an 
die EUipsoidoberflacbe, so wird: 


4-l! 4.^ 
a2 62 c2 


1, 


mitbin wird die positive Wurzel der Gleiobung (Ha) in 
diesem FaUe a = 0 . Die Werte von F® scblieBen sicb daber 
an der BUipsoidoberflacbe kontinuierlicb an die von V^ an. 
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Die Ausdracke ffir und Va zusammen stellen also eine 
im gauzen Baume endliche und kontinuierliche Funktion 
von so, y, g dar. 

Dm das Verhalten von Va im Unendliohen zu unter- 
suchen, beachten wir, dafi in (II) der Faktor 

g^ 

~ a^ + $~ l^ + s~ + s 


fur die untere Grenze s = a verschwindet, fur die obere 
Grenze s — oo den Wert 1 und fur jedes innerbalb der 
Grenzen gdegene s einen Wert zwischen 0 und 1 hat. 
Setzen w fur diesen Faktor 1 , so wird die zu integrierende 
Funktion zu gxoB, und es wird: 


Va Kli Jl h o b c j . — 


ds 


.2 + s)(62 + s)(c® + «) 


nach (9) daher fur a> b"^ e erst recht 

ds 


Va < nJcabcly-pz 


d. h.: 

und 

{9a) 




2nTcabc 




\soVa\ < 27t]cabo 


X 


“f“ o 

■)/a® H- o yc® + a 
Femer ist wegen der Gleichung (IT a); 

< 1 , hochstens = 1 , 


mithin: 

(9b) 




1*1^1 <23tJcabe 


fa^ + a 

+ a 


Die Ungleichung (9 a) gilt fiir jede Lage des angezogenen 
Punktes, wie weit sich derselbe auch von dem anziehenden 



Kap. 3. Das Potential fflr ilufiere Punkte. 203 

Ellipsoid entferne. Bdckt der angezogene Punkt ins Un- 
endliche, so wird -wegen (11 a) auch a — oo nnd 

lim|«T^| <2jiZ:al>c, 

<7 = 00 


d. h. auch wenn der angezogene Pnnkt ins Fnendliche 
rdckt, bleibt der absolute Wert von xVa endlicb. 

Untersuchen wir nun die Ableitungen von Va und Vi . 
Es wird: 


dx 


abexl- 

Ji 


ds 


Ttfcabc 


{a «)]/ (a^ + s) + $) {c^ + s) 

1 d(T 


+ g) (b^+o) (c^+o) 
also wegen (Ha): 

(10) ^==-2nTiahexj-^ 

wabrend 

dVi 


( 1 Off 

1 a^ + <T h^-\-ff c^-\-ff)dx’ 


ds 


(®^ -f- s) y(®^ -|- s) (6^ "4^) (o® “t" 


dVi /■ 

(10a) -;:r^ — —^nJcahoxl — 
' da? / (<j2 


+ s)y(a® + «) (6^ + s) (c^ + s) 


ist. Genau wie bei Va und V^ selbst lolgt aus diesen Aus- 
drucken, dafi sie uberall endlieh und kontinuierlieh sind, 
dafi sicb auch beim Durchgang durch die EUipsoidober- 

dV dV 

flache die Werte von und kontinuierlicb an- 

dx ox 

einander anschlieBen. Aus (10) folgt ferner, falls wieder 
a>h> e ist: 


ill 

dx 




<] 23iTcal) e\x^ 
eVa 


ds 

(Vc^ + S? ' 


8x 


4 _ Icahclx^ 

< 3 " (,55+;)» 


d. h.: 
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and, da 

( 11 ) 


X . 


+ Of 


< 1 , weiter: 


dx 


0 


f^T~o) ‘ 


Aos (11) sieht man, daB, wenn der angezogene Punkt ins 
Unendliclie rdckt, also 0 = 00 wird, der absolute Wert 
dF 

von 05® -TT- endlicb bleibt. 

0 ® 

Wir wenden nns nunmehr den zweiten Ableitungen 
von V zu. Zuvor bemerken wir, daB durcb Differentiation 
von (Ha) folgt; 


( 12 ) 


2x 




0^ + 0 + O')® (&® + 0 )® ( 0 ® + < 7 )® 

Daher wird 


8x 


0 . 


(13) 


eWg 

8x^ 


= —inlcahc , 


« d$ 


{a^ + s) y {a^ + $) (b^ + s) (o® + s) 
do 


27zTcabcx 


+ ■ 


dx 


+ 0 ) y (»® + O) (?>® + or) (e® + a) ’ 
ds 


= — 2}iTcahej- 


(a® + «) y (os® + s) (6® + s) (e® + s) 


4tJiJcal>e 


+ ■ 


(»® + <7)® 




/(a® + 0 ) (&® + 0 ) (e® + a] 


(a® + o)® (&® + or)® ‘ (C®+(J)® 

wahrend 

(13 a) 4r^ = —21110x10 f ^ — — 

0®- J (a® + s) y(a® + «) (6® + «) (c® + s) 



Kap. 3. Das Potential fOr Sufiere Punkte. 


205 


im all- 


wird. Die Ausdrucke (13) und (13 a) zeigen, daB zwar 

8W BW 

im ganzen AnBenratim, im ganzeu Innenratim 

eadlich tind kontimurailich sind, daB aber an der Bllip- 

527. 

soidoberflache, wo a = 0 ist, und -vr 
’ oa;® 

gemeinen yerscbiedene Werte annebmen, daB sicb also 

die zweiten Ableitungen unserer Ausdrucke beim Durch- 

gang duroh dieEllipsoidoberflaohe diskontinuierlich andem. 

Bilden wir ebenso die Ausdrucke fur 4r^, 4rv> 
£,37 527 ^y^ 

-T"^) SO erbalten wir durcb Addition: 

B{s^ 


AVa ——2n'kaie 


+ 


(/(a^ + s) (6® + s) (c^ + s) 

a!^ 


+ « e^ + s/ 


y^ 


iTthalo 


(aHg)^ (b^ + oy {c^ + af 


i {a^ + a) {b^ + a) { 0 ^ + a) 


y^ 


(a2 + o)2 ' (62 + a)2^ (c^ + ff)* 


ds 


JVt = —2jikabc --= , , , , ,, , , , 

jl/(aHs)(b^+«)(cHs)^“ +® ^ +» c2. 


-/-J: — I — - — I L_l 

)V + s 52 + » V + s/' 


und der Paktor von inhale im zweiten Summanden 

1 


von zIT’;, reduziert sicb auf 


Die 


y (a^ + a) (6® + a) (c® + 0) 
in (14) auftretenden Integrals lassen sicb ausfuhren. Es 
ist nSmlicb 


i{a^ + s)(l^ + 8)(e^ + s)W + « + « C' 






= + l 


i{a^+s){P+s){c^-j-s) 


ds- 


y(«2+ a) (6®+a) (c*+a) * 
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daher 


4:nTcaho 


i 7zlc Oil) C 


= 0, 


' i{a^+a)(J>'^+o){e^+o) /(a^+o) (b^+a) (o^+a) 

dagegen Mahc 

abe 

Va genngt also der Laplaceschen, 7 Poissonsehen. 

Gleicbung. , v .. -rr ^ 

Somit stellen die Ausdriicke (I) tind (II) fiir Vi und 
Va das Potential eines homogenen Ellipsoids von der 
Dichtigkeit % dar. 

Znsatz 1. Mttels der in diesem Abscknitte be- 
nutzten Methode Mfit sicb aucb die Bichtigkeit der fol- 
genden Besnltate zeigen, die das Potential des Ellipsoids 
bei gemsser nieht homogener Massenverteilnng betreffen. 
Znr Abknrznng werde gesetzt 


(15) 


fia^ + 8)(b^ + s){c^ + s)==D, 




y 


-8, 


nnd es sei wiedenim a die positive Wnrzel der Glei- 
chnng jS' = 0 . Dann stellen die Ausdriicke 


(16) 


V, = nab 


■f 

O 

Va = nab oj- 


D 

OO 

ds 


■S‘F, 


8-F 


ebenfalls das Potential des Ellipsoids fiir innere, resp. 
anfiere Punkte dar, falls F einen der folgenden Werte hat : 


F = 


OCX 

a^ + s'^ b^ + s 
xyss 


+ 


yz 
jSicz 


yxy 


(524,5) (e2 + 5) + (^24.5) (524.5) + (*2 + 5) ^24-s)’ 

xxyz 

(a^ + 8) (&2 + s) (e2 + s) ’ 
d) F = <pi8), 
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wo <p eine Fnnktioii bezeichnet, die fiir alle Werte des 
Argamentes 8 zwisohen 0 und 1 , die Grenzen ein- 
geschlossen, endlicb ist; und zwar ist die Diohtigkeit: 


im Faille a) 

im FaUe b) 

im Falle o) 
im Falle d) 


Tr — 


H , 

yC 

tv — 


52 * 




OCt]^ 



tv 

Jc = 


t 



Tc^<p{8o) + 8^<p'{8^), 


wobei 8q den Ansdiucb bezeichnet, in den 8 fiir s = 0 
und CO — i, y = 1 ] , z = C iibergebt, d. b. 


a? B3 e® 


Zusatz 2. ISToch zwei andere Besultate seien bier 
kurz erwabnt. 

a) Diricblet bat, allerdings nacb einer wesentUeb 
anderen Metbode, als sie bier benutzt ist, die Kompo- 
nenten der Anziebung berecbnet, welobe ein bomogenes 
EUipsoid auf innere Oder auBere Punkte nacb dem Ge- 


setze ausubt. 


Das Eesultat ist: 



und zwar ist fur innere Punkte 0, fiir auBere o als 
untere Grenze des Integrals zu nebmen; F bezeicbnet, wie 
ublicb, das Bulerscbe Integral. 

/S) Uaeb derselben Metbode wie in Kap. 1 kann man 
die Eiomponenten der Anziebung berecbnen, welcbe eine 
bomogene Ellipse auf einen Punkt ibrer Ebene nacb dem 
1 

Gesetze — ausdbt (logaritbmiscbes Potential). Die Kom- 
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ponenten haben, wenn a, I die Ellipsenachsen bezeicbnen, 
die Werte: 


Z = 


-2 




lx 

a 1 * 


r== 


—27i’kf^m 


<iy 

d ]) 


Ferner gilt anch Mer der Ivoryscbe Satz (vgl. S. 214), 
und mittels desselben ergeben sich wie in Kap. 2 die 
Komponenten der Anziebnng, welcbe die Ellipse auf 
aufiere Punkte ansxibt. 

c) Potential nnd Anziebnngskomponenten der 
Eotationsellipsoide. 

Scbon oben (S. 187) ist bemerkt, daB sich die in nn- 
seren Eesnltaten auftretenden elliptischen Integrale fur den 
Fall der Eotationsellipsoide auf elementare Transzendenten 
reduzieren. Wir wollen nun die Formeln fur diese be> 
sonderen Falle ableiten. 

cc) Urn die Formel fur das verkurzte (abgeplattete) 
EotationseUipsoid zu erhalten, setzen wir 

(17) a^l>c. 


Dann geht der Ausdruck (11), S. 200 in folgenden iiber: 


(18) Va^nlcaHi 


[a^ + 5) y + 5 


x^ + y^ 
+ s 


c^ + s 


]■ 


Was die Gleichung (II a) fur g betrifft, so sieht man, wenn 
man zuerst die Nenner fortschafft und dann I = a setzt, 
daB eine der drei Wurzeln dieser Gleichung a = — a® wird. 
Fur die beiden anderen Wurzeln folgt aus (II a) die qua- 
dratische Gleichung 

(19) G^ + G{a^ + — x^ — y^ -- — = 0 , 


und da fiir auBere Punkte x^ y, z der Faktor von 
negativ ist, so ist eine der Wurzeln von (19) positiv, die 
andere negativ; und zwar hat die positive Wurzel den 
Wert 

G == ^{x^ + y^ + z^ — c^) 

+ — + 4:a^G^ ^ ^ 


(19a) 





Tind zwar ist der Bogen zwischen 0 tind zu aehmen. 
Bereehnet man Merans. mittels (20a) Jj und , so ergibt 
sich fnr das Potential des abgeplatteten Eotationsellipsoids 
in bezug anf anBere Punkte folgender Wert: 


Wangerin, Theorie des Potentials L 


14 
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Tind um das Potential K fdr innere Pnnkte zn erhalten, 
hat man in (21) nttr a = 0 za setzen. Die hieraus dnrch 
Differentiation nach ai, y, z sich ergebenden Ansdrucke 
fur die Anziehnngskomponenten werden fur innere Punkte 
sehr einfach, da eine Punktion zweiter Ordnung von 
X, y, z ist. Pur aufiere Punkte werden die Anziehungs- 
komponenten nicht so einfach, da a von x, y, z abhSngt 
[Gleichung (19)]. 

jS) Anziehung des abgeplatteten Eotationsellip- 
soids auf den Pol. 

Wir erhalten diese, indem w in (21) a = 0 setzen, 


BY 

da-nn bildeu und daxin z = o nehmen. So ergibt sich 
cz 


(22) Z = 


4:3iTea^e^ 


(ya* - c*)® L « 


y«® — 


— arctg 


,y^ 


Setzen tht zur Abkurzung 


(23) 



= 1 


und abstrahieren von dem Vorzeichen, das ja nux die 
Bichtung der Kraft bestimmt, so haben wir 

(22a) \Z\ = arctgl] . 


Wir wollen diese Kraft vergleichen mit derjenigen, welche 
eine homogene Kugel von gleichem Yolumen und gleicher 
Dichtigteit auf einen Punkt ihrer Oherflache ausiibt. 

Ist B der Badius der Kugel,' so ist 

a^c ^ f 
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daher wegen (23) 

0 = 5(1 + ^^)"^, a = 5(l + A2)i 
und ^ j 

(22b) |^| = 4jr]fci2^^^^^[l-arctgl]. 

Andererseits ist die Kraft K , mit der erne homogene Kugei 
einen Punkt ihrer Oberfiache anzieht, 

(220) = = 

da die Anziehung der Kngd dieselbe ist, wie die einer 

gleichen, im Mittelpunkt konzentrierten Masse. Ferner 
geht for 1 = 0 das Eotationsellipsoid in die Kugel uber. 
Fiir 1 = 0 miiB also aus (22 b) der Ansdruck (22 c) folgen. 
Das ist in der Tat der Fall, da 

-^[1 — arctgl] 


fnr 1 = 0 den Wert ^ annimmt. 

Die Formel (22 b) zeigt, wie sieb die Anziebnng, welcbe 
ein bomogenes abgeplattetes Eotationsellipsoid anf den Pol 
ansnbt, andert, wenn man bei festgebaltenem Volumen nnd 
konstanter Dicbtigkeit die Abplattung andert. Letztere ist 

a — c^ 1 


Es bandelt sicb also, da Tc nnd B konstant bleiben, nm 
die Andemng Ton \Z\ init wacbsendem 1. Knn gibt die 
Differentiation von (22 b) 

/o.x <*1-^1 1 9 + 51® 1(9 + 21®) 

dl AnlcB 31<ia + l®)* I 9 + 51® }• 


dA 4:nkJ£ 3 1 ^ (1 + 
Entwickelt man den Faktor 


arctgl — 


1(9 + 21®) 


9 + 51® 

nacb steigenden Potenzen Ton 1 , was fnr 1 < 1 sicber 
znlassig ist, so wird das erste Glied der Entwickdung 


135 • 


14 * 
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Daraus folgt, daB die rechte Seite von (24) fur sehr Meine 
Werte von 1 positiv ist, daB also jZj mit -waclisendem X 
■wSchst. Pur Werte von X , die grSBer als 1 sind, ist der 
Ansdruck (24 a) negativ, daher nimmt fur diese |j^j mit 
Tvachsendem X ab. \Z\ wird ein Maximum, wenn der 
Ansdruck (24 a) verschwindet. Es findet das in der ITaiie 
von *1=1 statt, da ffir 1 = 1 der Ausdruck (24 a) den 
Wert — 0,0003 hat. Der genauere Wert von X , fur den 
(24 a) verschwindet, ist 

X = 0,96454 . 


DaB \Z\ mit wachsendem X zunachst zunimmt, um 
spater ein Maximum zu erreichen, ist ein immerhin be- 
mrarkenswertes Eesultat. 

y) Potential der verlangerten Eotationsellip- 
soide. 

Setzen wir in dem Ausdruck (II), S. 200 


(25) 

so wird derselbe 


' e 


, a > c , 
ds 


(26) Va^ nJcao^f- (l ; 

J (c® + s) fa^ + s I * 


+ s 


e* + s j 


Von den drei Wurzeln der Gleichung (II a) fur o wird hier 
die eine = —c ^ , wahrend die positive Wurzel a jener 
Gleichung ist: 


(27) 


(j = -I- (»* + + z* — a® — c*) 


Das erste in (26) auftretende Integral 


(28) 




+ s)'^a^ + s 


geht dTjxch die Substitution 


4 * ^ ^ 
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in 


oo 



Va> + o 

fiber, tmd die Ausffibning der lategration gibt 



Die fibrigen in (26) anftretenden Integrale erbait man, 
indem man 2 Jq uach a^, resp. Jq ii^cb so differentiiert, 
als ware a von a® und c® xmabbangig. Tfihrt man diese 
Differentiation ans, so ergibt sicb: 



Auch ans diesem, ffir fiuBere Pnnkte geltenden Ansdruek 
erhait man das Potential ffir innere Pnnkte, indem 
man a = 0 setzt. 


Znsatz. Pfix die Anziebnng, die das verlangerte El- 
lipsoid anf den Pol (x = a) ansfibt, ergibt sicb ans (29) 
(darin 0 = 0 gesetzt) 




wo 
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die Eszentrizitat bezeichnet. 1st wiederum B der Badius 
einer Kugel von gleichem Volumen mit dem Eotations- 
ellipsoid, so wird 

ein Ansdruck, der fiir c = 0 in 

|Xl = -^nTcB 

iibergelit, im ■abrigen mit wachsendem e bestandig abnimmt. 


Kapitel 4. 

VerscMedene Folgenmgen. 

a) Folgerungen ans dem erweiterten Ivoryscben 
Satz. 

Der Ivorysehe Satz gUt, wie zuerst’Poisson bemerkt 
bat, nicbt nnr fur das Newtonscbe Anziebungsgesetz, 
sondern anob wenn die Anziebung einer beliebigen Funk- 
tion f{Q) der Entfernnng proportional erfolgt, vorausgesetzt 
nnr, dafi die zwiscben zwei Massenpunkten wirkende Kraft 
die Eicbtung ibrer Verbindungslinie bat. — Pur ein solcbes 
Anziebungsgesetz wird die Z-Komponente der Anziebung 
des bomogenen BUipsoids 

X = ]cJJJdidvdCf(e)^^, 

wobd die Integration uber das Volumen des Ellipsoids 
zu erstrecken ist. Setzt man 

lf{Q)dQ^-F(Q), 

so wird 

’ 

wo Qi und 02 dieselbe Bedeutung baben wie S. 193, und 
wo die Integration iiber den Hauptscbnitt t] C des Ellip- 
soids zu erstrecken ist. 

Wendet man auf das letzte Doppebntegral dieselbe 
Dmformung an, die S. 194 fur das Integral (7 a) benutzt 
war, so erkennt man, daB aucb fur das Anziebungsgesetz 
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f {q) der Ivorysche Satz gilt. Der Satz bleibt aucb gultig, 
wenn die konfokalen Bllipsoide in konzentrische Kugeln 
ubergeben; korrespondierendePunkte 
Bind danu solcbe, die auf demselben 
Eadius liegen. Vergleioben wir daber 
die Anziebung, weicbe eine Kugel 
vom Eadius auf einen SuBeren 
Punkt A ausubt, mit der Anziebung, 
die eine durcb A gelegte konzentri- 
scbe Kugel (ihr Eadius sei r^) auf 
denjenigen Punkt ausubt, in dem 
der nacb A - gezogene Eadius die 
Kugel schneidet, nennen Xi(A), 

Y^{A), Z-i{A) die Komponenten derersten, X^{A^, Y^{A^, 
(Ai) die der zweiten Kjaft und setzen voraus, daB beide 
Kugeln homogen mit Masse von gleieber Dicbtigkeit gefullt 
Sind, so wird nacb dem Ivoryscben Satze , 

X,{A) r\ JiCA) rf Z^) 

XM rl ’ TaCAJ ’ ZMi) ' 

Daraus folgt, dafi die anziehenden Krafte gleicbe Eiobtung 
haben und sicb ebenfalls wie rfryf verbalten; d. b. 

(la) 

und das gilt fiir jedes bebebige Anziebunpgesetz. Nun 
setzt sicb die Kraft E^iAj), mit der der Punkt A^ von 
der Kugel angezogen wird, aus zwei Elraften zusammen, 
nambcb aus der Kraft , mit der die Kugel auf A^ 

wkt, und der Anziebung Ki2(^i)> weicbe die von den 
Kugeln rj und begrenzte Schale auf A^ ausubt; es wird 
somit: 2 

(lb) K,(A) = • 

Pragen wir nun nacb demjenigen Anziebungsgesetz, 
bei dem dne bomogene KugelscbaJe auf einen Punkt des 
inneren Hohlraums gar keine Wirkung ausubt, so ist 
J:i'2(Ai) = 0 , und (lb) gibt 

( 2 ) ' EM)rl = EMi)rl. 
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Andern wir fg , wahrend konstant bl6ibt, so bloibt auch 
konstant. Somit folgt: 

(2a) ^ > 


wo 0 eine Konstante bezeichnet, d. h. die Anziehnng, die 
eine Vollkugel anf einen anfieren Punkt ausiibt, ist nm- 
gekehrt proportional dem Quadrate des Abs bands des an- 
gezogenen Punktes vom Mittelpunkt. Gilt das aber fur 
jede Kngel, so bleibt es anch ri^htig, wenn der Eadius, 
immer kleiner werdend, sich schliefilich anf Null redn- 
ziert. Dann aber stellt (2 a) das Newtonsche Gesetz 
dar. Dieses ist also das einzige, bei dem eine homogene 
Kngelschale anf einen Pnnkt des inneren hohlen Banmes 
keine Wirkung ansiibt. 

Dieser Beweis des friiher (s. S. 123—126) schon anf 
anderem Wege ahgeleiteten Eesnltates zeichnet sich zwar 
dnrch seine Einfachheit ans; indessen enthalt er implizite 
die Annahme, dafi die Anziehnng, welche eine homogene 
Kngel anf einen Pnnkt ihrer Oberflache ansiibt, endlich 
ist. Der Beweis gilt daher nnr unter der Voranssetznng, 
dafi f{Q) nicht der dritten oder einer hdheren Potenz von 
Q nmgekehrt proportional ist (vgl. S. 116 — 118), wahrend 
die Anziehnng der Kngelschale anf einen Pnnkt des 
inneren Hohlranms anch dann endlich ist , falls nnr 
nicht der angezogene Pnnkt anf der inneren Grenzflache 
der Schale liegt. 

b) Der Mac Lanrinsche Satz. 

Der Mac Lanrinsche Satz bezieht sich anf die An- 
ziehnngen, welche zwei konfokale EUipsoide anf einen nnd 
denselben anfieren Punkt ansuben. Sind 6, 0 die Achsen 
des ersten Ellipsoids, z die Koordinaten des an- 

gezogenen Punktes, so wtrd das Potential Va dnrch den 
Ausdrilck (II), S. 200, dargesteUt, nnd die untere Grenze a 
ist die positive Wnrzel der Gleichnng (Ha). Das kon- 
fokale EUipsoid habe die Achsen a', c', dann ist 

a' ^ , 6 ' = + , 0 ' - io^ + u , 

nnd das Potential dieses Ellipsoids f iir den Pnnkt Xjy^z 
ist, faUs es mit Masse von der Dichtigkeit ¥ geffiUt ist: 
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( 3 ) 


Vi=^nTc'a'h'o'[-= 


ds' 


*4- “ + s') (6®+ « + s' j (s*+ » + s') 


, li ^ 

\ + U + s' 




b^ + u + s' e^ + 




uBbd o' ist die positive Wurzel der Gleiehung: 

. 

^ ' a^ + u + o' ¥ + u + a' o^ + u + a' 

(3 a) ist fur » + o' als TJnbekaimte genau dieselbe Glei- 
ohnng "wie (Ha), und da wir wissea, daJ3 diese Gleichung 
nur eine positive Wurzel hat, so folgt; 

(3b) « + o' = o . 

Puhren wir nim in (3 a) eine nene Integrationsvariable 
ein, indem -wir 

u + s' — s 


setzen, so wird nach (3 b) die nntere Grenze, die in (3) 
s' — o' war, nach der Transformation s = a, und der 
Ausdmck (3) geht in folgenden uber: 


( 4 ) 


Vi==n-k'a'b'c'f-j=z 

JW 


As 


® + s) (&® + s) (c® s) 




+ s 6® + s 


' + S 


}• 


Die Vergleichung von (11) und (4) ergibt (mit Weglassung 
des Indizes a). 

( 5 ) 


r 

V' 


nabclt 


na'b'e'k' 


M 

M' ’ 


falls M und M' die Massen beider EUipsoide sind. Aus (5) 
folgt weiter, da V und F' sich auf denselben Punkt x, y, z 
beziehen: 

= Jlf dF' 

dx M' dx ’ dy M' 6y ’ 


dz M.' dz 


7 
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d. li. wenn X, Y, Z, resp. X' , 1', Z' die Anzielrangs- 
komponenten beider Ellipsoide bezdcbnen: 



Aus (6) erkennt man sofort, daB, wenn die KrSfte, mit 
denen die beiden Ellipsoide axif den Pnnkt x, y, e wirken, 
mit K und K' bezeicbnet werden, auch 

K:K' = M:M' 

ist, und dafi die Richtungskosinus Ton K imd K' iiberein- 
stimmen. Wir baben also folgendes Besultat: 

Mao Laurinscber, Satz: Die Anziebungen, 
welcbe zwei bomogene konfokale Ellipsoide auf ein 
und denselben auBeren Punkt ausnben, baben gleicbe 
Eicbtnng und verbalten sicb TOe die Massen der 
Ellipsoide. 

Eolgerung. Ist M = M', so ist K = K', d. b.: 

Zwei konfokale bomogene EUipsoide von gleicber 
Masse iiben auf ein xind denselben auBeren Punkt 
Anziebungen von gleicber GroBe und Eicbtung aus. 

Man kann daber die Anziebung eines Ebipsoids durcb 
die eines konfokalen Ellipsoids ersetzen. 

Es mag iibrigens bemerkt werden, daB Mac Laurin, 
dessen Namen der eben bewiesene Satz tragt, den Satz 
nur fur Botationselbpsoide und aueb fur diese nur bei 
gewissen Lagen des angezogenen Punktes bewiesen bat. 

c) Eolgerungen aus dem Mac Laurinscben Satz. 

a) Die Anziebung einer ebenen Ellipse bei ge- 
wisser Massenverteilung. 

Von zwei konfokalen EUipsoiden mit den Acbsen a, b, c, 
resp. ya® + « , yb® + at, yc® + u liege das letztere im 
Innem des ersteren. Bs sei also « negativ, Der SuBerste 
Wert, den v, aimebmen darf, ist, falls a>}>>c, u = — c®. 
Eiir diesen Grenzfall gebt das EUipsoid in ein e in de r 
a^-Bbene gelegene Ellipse mit den Acbsen ya® — c® , 
yb® — c® uber. Da nun zwei konfokale EUipsoide bei 
gleicber Masse gleicbe Anziebungen ausfiben, so kann man 
aus der Anziebung des Ellipsoids die der ebenen EUipse 
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ableiten. Um die Diohtigkeit der Ellipse im GrenzfaJl zu 
erhalten, setzen wir zunachst « = — + -wo s® eine 
kleine positive GrSBe bezeichnet. Das zu dem Ellipsoid a,b,c 
konfokale hat daun die Gleichuug 


( 7 ) 


a® — c® + 


5® - c® + £2 



= 1 . 


In dem Schnitt dieses Ellipsoids mit der ajz-Ebene be- 
trachten wir das Fiachenelement d^di^ nnd konstruieren 
fiber demselben einen geraden Zylinder; dieser schneidet 
aus dem Ellipsoid das Volumen 


d$dv2^ 

herans, wo f durch (7) bestimmt ist, und die in dem 
Zylinder enthaltene Masse ist, falls Tc' ihre Dichtigkeit, 

( 8 ) 

Sollen nun das Ellipsoid (7) xmd das Ellipsoid a, b, c, 
dessen Dichtigkeit k sei, gleiche 'Masse haben, so muB 

(9) To' s-\l ib^-e^ + s^ = Tcabc 


sein, tmd hierans folgt, daB mit abnehmenden s die 
Dichtigkeit Tc' des Ellipsoids (7) wachsen muB, derart, daB 


(9a) 


lim(fc'£) 

c = 0 


Tcabe 

■j/a^ — q 2 "j/js — ^ 


In dem GrenzfaE £ = 0 , wo das Ellipsoid (7) in die ebene 
Ellipse fibergdit, ist daher nach (8) anf dem Elachen- 
element dSdn] die Masse 


d(d7] 


^ Ic O/b c 

— c 2 yt® <,2 




ansgebreitet, d. h. die Dichtigkeit x der Masse, die anf der 
Ellipse mit den Achsen y®® _ gs ^ y^s — verteilt ist, ist 
im Punkte I, jj 


(10) 


X 


2'kale 

yn® — c® yt® — c2 





62 — 0® ’ 


a^ — c' 
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und zugleicli ist die Gesamtmasse der Ellipse naeli (9) 
^nTcaio. Bei der durch (10) dargestellten Massen- 
Terteiluug ubt unsere Ellipse auf einen aufieren Punkt 
dieselbe Anziebung aus wie das Ellipsoid mit den Achsen 
a,l, e und der Dichtigbeit &, vorausgesetzt, dafi der 
angezogene Punkt aucb aufierbalb des Ellipsoids liegt. 

TJmgekehrt ist somit das Potential einer in der 
a;y-Ebene liegenden Ellipse mit den Achsen a^, und 
der Dichtigkeit 



gleich dem Potential eines homogenen Ellipsoids mit den 
Achsen y<if + + o® j c und der Dichtigkeit 


(11a) 






fiir denselben Punkt. c ist dabei beliebig und nur der 
Beschrankung unter-worfen, dafi der angezogene Punkt 
auBerhalb des Ellipsoids hegt. Insbesondere kann man e 
so wahlen, daJB die Oberflache des Ellipsoids dutch den 
angezogenen Punkt geht. 

Als analytischer Ausdruck fur das Potential der Ellipse 
ergibt sich aus dem Gesagten, -wie auch durch direkten 
Grenzub^gang aus dem Ausdmck (11), S. 200: 


(12) V 


1 _ 1 , /■ ds flj® 


und ffi ist die positive Wurzel der Gleichung 





(12 a) 


j. _J^_ 4. 

aj + (7i + <^1 O'! 


Geht die Ellipse in den Ereis uber, ist also ai = bi, so 
lassen sich die Integrationen ebenso ausfuhren, wie im 
Fall der abgeplatteten Eotationsellips'oide. 

Anmerkung. Daraus, dafi die Masse der Ellipse mit 
den Achsen und der dutch (11) dargestellten Dichtig- 
keit X d ies elbe ist , wie die des Ellipsoids mit den Achsen 
■j/af + c® , y^l + c ® ) 0 xmd der Dichtigkeit ft , ergibt sich, 
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da die letztere Masse nach (11a) = ^nTc^axhi ist, dafi das 
uber die Ellipse erstxeckte Integral . 



den Wert 

hat. Man kann dies Resultat anch leicht direkt ableiten, 
wenn man in dem Integral nene Variable einfuhrt durch 
die Substitution: 

^ = a^Q<M&(p, i; == Jj^sin^j . 

Dadurch geht jenes Integral in das folgende uber: 


2rt 1 



0 0 


und hier ISBt sich die Integration sofort ausfuhren, wo- 
durch sich das Torher erwahnte Eesultat ergibt. 

Ersetzung des anziehenden Ellipsoids durch 
eine Massenbelegung der Oberflache. 

Wir betrachten zwei konfokale EUipsoide mit den 
Achsen a,h, c, resp. a', V , e' (das letztere sei das innere) 
und bezedchnen ihre Potentiale in bezug auf SuBere Punkte 
mit V, resp. V'. Ferner fiigen wir zu V und V' jedes- 
mal die Dichtigkeit als Index hinzu. Haben zunSiChst 
beide EUipsoide die Dichtigkeit Tc', so ist: 

Vie'-.Vt!' = aio : a'i'e' , 

also 

Vt'-Vi' ale-a'Ve' 

Fjfc/ ahc 


Ferner ist, wenn demselben Ellipsoid a,l,e einmal die 
Dichtigkeit Tc, sodann die Dichtigkeit h' erteilt wird: 

Vi>:Vi = 'k':Tc, 


Yk'-Vk' ¥ [ale -a'i'e') 

Vi Ttalc 


mithin: 

(13) 
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— Tit’ ist das Potential der von den beiden konfotalen 
EDipsoiden begrenzten Scbale fur die Diebtigkeit Tc'. Wablt 
man nun Jc' so, daS 

(13a) Jc'{ale — a'Ve') = 'ka'bc 

ist, so wird 1. die Masse der Scbale gleicb der des vollen 
Ellipsoids a, I, e; 2. wird aucb das Potential der Scbale 
gleicb dem des voUen Ellipsoids. Wir baben also den 

Satz. Die Anziebung eines bomogenen Ellipsoids 
anf einen auBeren Punkt kann ersetzt WOTden durch 
die einer von zwei konfokalen Elbpsoiden begrenzten 
bomogenen Scbale, falls die Masse der letzteren gleicb 
der des urspriinglicben EUipsoids ist. 

Anmerkung. Bei der Ableitung des Satzes ist voraus- 
gesetzt, daB das voile Ellipsoid und die Scbale dieselbe 
SuBere G-renzASche baben. DaB der Satz aber aucb obne 
diese Voraussetzung gilt, erkennt man daraus, daB naeb 
dem Mac Laurinscben Satze das voile Ellipsoid durcb 
ein kpnfokales mit gleieber Masse ersetzt werden kann. 

Wir behalten die Voraussetzung, dafi das voile Ellipsoid 
und die Scbale dieselbe auBere Grenzflacbe baben, bei 
und lassen die Dicke der Scbale unendbcb klein werden, 
wobei aber die begrenzenden EUipsoide konfokal bleiben. 
Im GrenzfaUe kSnnen wir dann die Masse der Scbale an- 
seben als eine anf der Oberflacbe des Grenzellipsoids aus- 
gebreitete Masse und baben damit den weiteren Satz, der 
einen speziellen EaU eines spSter zu beweisenden all- 
gemeinen Satzes biidet: 

Satz. Die Wirkung eines bomogenen Ellipsoids 
anf einen auBeren Punkt kann man dadurcb er- 
setzen, daB man die Masse des Ellipsoids anf eine 
bestimmte Weise uber die OberflScbe verteilt. 

Es ist noch zu untersuchen, welcbes in diesem Grenz- 
fall die Dicbtigkeitsverteilung anf der EUipsoidoberflache 
ist. Zu dem Zwecke errichten wir in einem Punkte B 
des auBeren EUipsoids {a, b, c) die E'ormale, die das 
innere Ellipsoid {a', b', o') in B^ treffe. Ist B^B — d, 
und sind i, t] , ^ die Koordinaten von B , ii, die 

von JBi, so ist 

ii = i— d 008(Jf, f) , rj^ — rj — d C0S(J7', f]) , 

ri = f-dcos(Jr, C), 
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■wo {N, I) , {N, rj) , {F, t) ^ie WinM sind, welche die auBere 
Normale des Ellipsoids in B mit den positiven AcMen- 
richtungen bildet. Der Punkt B^ liegt 
nnn auf dem Ellipsoid mit den Achsen 
a', h', o', nnd da dieses dem SnBeren Ellip- 
soid konfokal ist, so ist, wenn 


a' = ]/a^ — e 
gesetzt 'wird, ancb 


Es ist also 



Fig. 83. 


(14) 


[$-d cosjF, - d cos(iy, rj)]^ 

a® — £ — 8 

[r-deos(l?r, t)] 


+ ■ 


— £ 


1 . 


Entwickelt man nacb Potenzen der kleinen GroBen d , £ , 
so erbalt man 




(14.) 


V- 


fcos(A’, I) ri<m{F,ri) Ccos(A', f) 




die durcli die Pnnkte angedeuteten Glieder sind von der 
zweiten Oder hdherer Ordnnng in bezng auf d , £ . Da 
der Punkt B auf dem Ellipsoid (a , d , c) liegt, so ist 




Perner ist 

im[F,i)Ll±, 

w 

wo 

(14b) 


cos(J?', rj) = 


bl 
¥ ’ 


cos(J!r,C) = ^, 

V 


1 


I-- + X. 4- = 


P 


ist. Somit gebt die Gleichung (14 a) in folgende nber: 
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Oder 

(14c) a = ^ + ... 

tJTsrigens ist I die Lange des Lotes, das vom Mittdpiinkte 
des Ellipsoids anf die Tangentialebene im Punkte f , C 
gefallt ist. Es folgt das sofort aus der Gleichung der 
Tangentialebene. 

Konstmiert man nun bei B das Oberflacbendement 
do und erricbtet in alien Punkten des TJmfanges dessdben 
Lote bis zum konfokalen Ellipsoid, so erhait man einen 
Zylinder, dessen Masse 

rddo = r(^-^+ •••)<?<) 

ist. Fur den Grenzfall, in dem s und damit d versobwindet, 
wird diese Masse 

lim(X:'£) '^do , 

«=0 " ^ 

d. h. die Flacbendicbtigkeit x von do hat den Wert 
(15) 

c=0 

Andererseits ist nach (13 a) 

= &'|i-[(i-^)(i-^)(i- 

wo die durch Punkte angedeuteten GHeder Ton der Ord- 
nung und hSherer Ordnung sind. Mithin ist 



lim(i!'£) 

e=0 



(15a) 
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(15b) x = - ^ 


1 JLr a* c* ‘ 

^2 + J2 + c* 


Das ist die gesuchte Dicbtigkeit m einem Fnakte der 
BlKpsoidoberfiache. 

Anmerkting. Da die mit Masse von der Dichtig- 
keit X belegte Ellipsoidoberflache diesdbe Oesamtmasse 
enthalt me das voile Ellipsoid mit der Dicbtigkeit ft , so 
folgt, daB das iiber die Ellipsoidoberflache erstreekte Integral 

jjxdo 

den Wert ^nTtdbc hat, ein Eesnltat, das sich Mcht direkt 
nachweisen laBt, wenn man do dnrch seine Projektion anf 
die |i;-Ebene ansdriiekt nnd an SteUe von rf nene Va- 
riable einfnhrt dnrch die Substitution 

| = agcos95, j?=5esin9?. 

y) PotentialundAnziehungskomponenten dieser 
Massenbelegung. 

Ifennen wir U" das Potential der mit Masse von der 
Dicbtigkeit x (15b) bdegten Ellipsoidoberflache, V das 
Potential des vollen homogenen Ellipsoids mit der Dichtig- 
keit ft und bezeichnen dnrch den Index a, daB der an- 
gezogene Punkt auBerhalb, dnrch den Index i, daB er 
innerhalb des Ellipsoids liegt, so wissen mr aus dem 
Vorhergehenden, daB 
(16) Z7„=Fa 


ist, vro Va dnrch (II), S. 200 gegeben ist. TTm Ui zu er- 
mitteln, betrachten mr die von den ko nfok alen E Uip soiden 
mit den Achsen a , l> , e und — s , — e , ijo^ — s 

begrenzte homogene Schale. Ist ihre Dicbtigkeit ft', so 
ist ihr Potential fur Punkte des inneren hohlen Eaumes 
nach (I), S. 200: 


(17) W = nTc'abc 


rds' 

-^•8 , 


Wangerin. Theorie des Potentials I. 
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wobei znr Abkarznng 


i + s) (62 -|- s) (c^ + s) = D , 

1 1 _ _ « 

[ 4" * b* + s c® + s 

gesetzt ist, wabrend D', 8' aus D, 8 dadurcb entstehep, 
dafi a^ — s, — e, — e, s' an Stelle von a^, c^, s 

gesetzt werden. Puhren wir im zweiten Integral von (17) 
statt s' die neue Integrationsveranderliche 

/ ' f 

s = s —a 

ein, so wird 


oo oo oo 0 



Urn das letzte Integral naeh Potenzen von a zn ent*- 
wickeln, fiihren wir fur das unbestimmte Integral die 
Bezeiehnung ein 

/f-s-w.), 

so ist 
. 0 

„ 1^.8^ <p(0)-f{- a) = (p(0) - [?i(0) - sf'iO) + 

= _!_ (i _ ^ ^ 

aheX a* 6® 

daher 


OO oo 



Perner ist 

(18 a) )/(a® — a) (6® — e) (c® + "•| 
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Durch Einsetzen von (18) xind (18a) geht (17) uber in: 


(19) 




W = nh' (thoe 




1 L 

ale \ • V- 



5 


wo, wie vorher, Glieder von der Ordnung e® usw. nur- 
durch Punkte angedeutet sind. 

Geben wir nun zur Grenze e — 0 Tiber, so gebt W in 
das gesuebte TJ^ uber; zugleicb ist bm(jfc'£) duxeb (15a) 
gegeben. Wir erbalten daber 


( 20 ) 



inhale ^ 

a^^ l^^ e^ 

1 L *2 t/2 2,2\ I 

aleV a® b® c®/j 



Oder, wenn wir beaebten, daB 


nhal 



nacb (I), 8. 200 das Potential des vollen Blbpsoids mit 
der Dicbtigkeit h fur innere Punkte daxstellt: 


(20a) 




inh 




Ml 

b® 



Eiickt der angezogene Punkt von innen an die Oberflacbe 
des Ellipsoids, so wird 



und da fur Punkte der Oberflacbe K = T® ist, so wird 
liin(l7fl— U,) = 0 . 


15 * 
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Dagegen wird 

... eu„ 8v„ 

Bx Bx ^ t 1 1 ^ ’ 


,iind da fur Punkte der Oberfiache 
fur diese 


_ 

ist, so wird 

ox ox 


lim 


( 21 ) 


= — 4:71 ^ 




i, d® Bx ) 

1 

<*2 

f 

C* 




X 


&2 ca 


X 


i/®* , 


Der letzte Paktor rechts ist, da » , y , « ein Punkt der 
Eliipsoidoberflache ist, = cos(Jr, x ) . Der zweite Paktor 
rechts ist nach (15 b) die Dichtigkeit x der Plachenbelegung 
im Punkte » , i/ , » , d. b. es ist 


(21a) 


lim 


(SVa 

8UA 

1 Bx 

Bx ) 


= —4 71 X cos(JV, x) , 


Damit ist direkt gezeigt, dafi TJ die charakteristischeu 
Eigenschaften des Piaohenpotentials besitzt. 

d) Anziehung einer unendlich dunnen S’chale, 
die Ton ahnlichen Ellipsoiden begrenzt wird. 

Bezogen sich die letzten TJntersuchungen auf eine 
Ton zwei unendlich nahen konfokalen Ellipsoiden begrenzte 
Schale, so woUen •wir nun eine analoge TJntersuchung fiir 
eine Schale anstellen, die Ton zwei ahnlichen und ahnhch 
liegenden konzentrischen Ellipsoiden begrenzt wird. 

Zu dem Zwecke formen wir zunSchst den Ausdruck 
fur das Potential eines Tollen Ellipsoids um, indem wir 
in (IE), S. 200 die neue IntegrationsTariable 
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einf^ren. Setzen "wir noch 


T = ■ 


femer 


so -wird 


52 




c® 


==r 


( 22 ) 


= yi]ej- 

J] 


dt 


_ yifL-l 

1 *«., 1 "f" ^ ^ 


{»’-T 


+ * 


wo T die positive Wurzel der Gleichung 


(22a) 


a= 




1 + T 1+/S2t l + 


ist. F< lafit sich ebenso umformen; das Bestdtat unter- 
scheidet sich von der recbten Seite von (22) nnr dadnrch, 
dafi die nntere Grenze des Integrals = 0 ist. 

Pdr ein konzentriscbes, ahnliohes xind ahnlich liegen- 
des Ellipsoid mit den Aohsen a', h', c' Tind der gleicben 
Dichtigkeit h sei das Potential 7', so wird, da p nnd y 
fnr beide Ellipsoids dieselben Werte baben, 


(23) 


XT' = rt hi — ) nr /2 — * 

" ' j]f{l + t){l + ^H){l + yH)\ 1 + i 

1 + fi^t 


wo r' die positive Wurzel der Gleicbung 


(23 a) 


aj2 ySgS ^ 


ist. Aus (22) und (23) ergibt sicb durob Subtraktion 
das Potential der von den abnlicben ElUpsoiden begrenzten 
bomogenen Scbale. 
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Zerlegen wir noch das in (23) anftretende Integral 
in die Differenz zweier anderer 

CO oo t' 

fdt{)=fdt()-fdti); 

z' z z 

so wild das Potential der Schale: 


(24) 


WO 


T„-V^ = n]cj- 


dt 


“{“ jtlc l 


Fi = a'^- 


y (I "I" ^) (1 + t) (1 + 7 ® t) 

dt 

i(i+t){i+pt)(i+VH) 


= («®-o'2) 




X- 




1 *1“ f 1 “I" t 1 "f- t 


ist. Das Potential der Schale fur einen inneren Punkt er- 
halten wir, indem wir in (24) an Stelle von r und r' JSTull 
setzen, also 


(24a) 


F» - F( == CT fc /- , _ (gg - 



d. h. Ft — F( ist konstant, seine Ahleitungen naeh x, y , e 
versehwinden, womit ein neuer Beweis des Satzes S. 182 
erbraoht ist. 

Von der endlichen Schale gehen wir zu einer unendlich 
diinnen Schale fiber, indem wir 

a' = a(l — fi) 

setzen und e zu 0 konvergieren lassen. Damit auch die 
unendlich dfinne Schale eine endliche Masse hat, mussen 
wir, mit abnehmendem e, le wachsen lassen, so da6 Jc’S 
auch fur e = 0 endlich bleibt. Bs sei: 


(25) 


lim(Ji:£) = Tcq . 
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( Perner ergibt die Subtraktion der Gleichungen (22 a) 
und (23 a): 

— a'^ = a^(2e — e-) 

"aa-f t) (1+ tO ^ (1+ /S^r) (1+ ^ (1 + Y^r) (1 + Y^rJ 


Pur raendlich Meine e wird daher auch t' — x unendlicli 
klein, und es wird 


(25 a) 


r' — r _ 


Endlicli ist fur unendlich kleine Werte von r' — x 


(25b) 


T 

lf{i)dt=^{x'-x)f{x). 


Mittels der Hilfsgleichungen (25), (25 a), (25 b) ergibt sicb 
sofort der Grenzwert von Va —Vi und F, — F( fur « = 0 . 
Wir woUen diese Grenzwerte mit Va imd Vi bezeichnen. 
Da fur £ = 0 die Schale in die mit Masse belegte Bllipsoid- 
flache iibergeht, so stellen also Va und Vi das Potential 
jener Fljlche fur auBere und innere Punkte dar. 

Den Grenzwert von F»— F( kann man immittelbar 
aus (24a) ablesen. Hinsicbtlicb des Grenzwertes von 
Fb — Fo ist folgendes zu beachten. Der Grenzwert 
des zweiten Summanden der recbten Seite von (24) ist 
nach (25 b) 

nTtjx' — x) ^„/ 2 _ 

y(l + T)(l + ;82T)(l + y^T)^* 1 + ^^ 1 + y^r/’ 

also wegen (22 a) 

-nl{x' -x) ^ -2nans{x' -x) 

y(l+T)(l+j8^r)(l+3/2T)^ y(l+^)(H.^H)(l+ya^)- 

Pur fi = 0 wird zwar endlicb = dagegen ist t' — i 
nacb (25 a) proportional s , vCTScbwindet also mit e . Mithjn 
ist der Grenzwert des zweiten Summanden der recbten 
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Seite von (24) gleieh Uiill, und der Grenzubergang zu 
£ = 0 gibt: 


(26) 


Ua = 2nlcoa^f~==JL==^, 

J /(TTW+Ma+ft) 

r 

oo 

Ui = 27i]Coa^l ^ . 


Puhrt man in den Ausdrucken (26) statt f wiederam 
s = aH 


als Integrationsvariable ein und setzt fur p und ibre 
^2 ^2 

Werte , so folgt 


(26a) 


Ua = 2 


3 z Icq cl 1 ) 


ds 


Ui—2nle(iahe( y . 

iy(«^+s)(b^ 


y (ffi® -j- s) (6* -f" s) (c® -f" ®) 
ds 


+ «) (c^ -F s ) ' 


wo 0 , wie Mher, die positive Wurzel der Gleichung (II a), 
S. 200, ist. 

Fur die Anziebungskomponenten folgt daraus 


^^0 — —23tTcaa'bc da dUj 

dx “ y(a2 4.(,) (js^o)(o2 + ff) * 


Oder wenn man fur -j- den Wert aus Gleichimg (12), 
S. 204, einsetzt: 


X 


/27 a) — = —jjtlcoabe 

y (tf ® + a) {P + a) [c^ + o) 


a* + o 

x^ z* 

(a® + ®)® (6* + ®)® (<*“ + <^)‘ 


Wir baben damit das bemerkenswerte Eesultat, dafi die 
Anziebungskomponenten sich in diesem Falle als alge- 



Kap. 4. Verschiedene Folgerungen. 


233 


braische Fuuktionen der Koordinaten des angezogenen 
Ptinktes darstellen lassen, nicht mebr transzendente Funk- 
tionen sind. Der zweite Paktor auf der rechten Seite 
Ton (27 a) hat eine dnfache geometrische Bedeutung. 
Denken wir uns dnrch den angezogenen Punkt A das zu 
dem gegebenen konfokale Ellipsoid gelegt, legen an dies 
konfokale Ellipsoid in die Tangentialebene nnd fallen 
vom Mttdpunkte anf letzter e ein Lot, so hat dieses, da 
yo® + tf , yi»® + a , yc* + a die Achsen des konfokalen 
Ellipsoids Sind, die Lange 


(28) 


V 


i 


+ 


+ ' (6* + 0)2 ' (c2 + a)8 


[vgl. Gleichung (14 b), S. 223], nnd zugleich ist 


' (28a) rn — = cos(N', x ) , 

' ' a* + o 

wo (N', x) den Winkel bezeichnet, den die m A erriohtete 
Uormale des konfokalen Ellipsoids mit der aj-Achse bildet. 
Demnach wird 


(27b) 


dUg 

Sx 


—inkoabe 

y (a® + o) (&* + o) (c® + a) 


Z'. 


008(^7', x) . 


Bildet man ebenso nnd , so tritt nur cos(jr', i^), 

resp. cos(J7'', z) an die SteUe von 008(27', x), nnd man 
erkennt, daS die ahziehende Ejaft anf dem dnrch A ge- 
legten konfokalen Ellipsoid senkrecht steht, dafi dieses 
konfokale Ellipsoid also erne hfiveanflache ist, ein Besnltat, 
das man nbrigens anch direkt ans (26 a) hatte ablesen 
kSnnen. Die Grdfie der Anziehnng hat den Wert 


(27 c) 


K' 


i tzTcq a ic 


y(a* + <7) (6® + a) (e* + o) 


‘I', 


wo V dnrch (28) gegeben ist. 
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Buckt -der angezogene Punkt A an die anziebende 
Ellipsoidfldcbe, so wd a — 0, daher 


( liin(?7„-Z7,) = 0, 



die LSnge des vom EUipsoidmittelpunkte anf die Tangen- 
tialebene in A gefallten Lotes ist, N die auBere Normale 
des Ellipsoids in A . Die anziehende Kraft steht hier 
senkrecht zu dem gegebenen Ellipsoid und hat die GroBe 

(29b) K = 4:7ilCol. 

Die Vergleichung der zweiten Gleichung (29) mit der 
fur das Fiaehenpotential charakteristischen aJlgemeinen 
Gleichung 

zeigl; ferner, daB 

(30) X ==TcqI 

die Dichtigkeit der auf der Bllipsoidfiache ausgebreiteten 
Masse an der Stelle t/, « ist. 

Man kann iibrigens die Eichtigkeit der Gleichung (30) 
aueh leicht direkt nachweisen durch eine ahnliehe Be- 
trachtung, wie sie S. 222 — 225 angestellt ist. Betrachtet 
man namlich zunaehst eine Schale von endlicher Dicke 
und beachtet, daB hier die die Schale begrenzenden 
Ellipsoide ahnlich sind, daB also, wenn a, h, c die 
Achsen des auBeren Ellipsoids sind, die des inneren die 
Werte a' = a{l — s), V = 1(1 — s), c' = c(l — e) haben, 
so tritt an die Stelle der Gleichung (14), S. 223, hier die 

[f-acoB(J, ap ^ fo - dax(N, rjjf 
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und daratis folgt, da der Punkt ^ auf dem El- 

lipsoid a, b, c liegt: 


J|cos(Jir, f) , r}<ios{N,i]) , fcos(JV, f) 

*^1 + P + P 


also, wenn man fur cos{F, f) ihre Werte (s. S. 223) setzt, 

3 = el + ••• , 

wo I das vom Mittelpunkt anf die Tangentialebene im 
Punkte C gefallte Lot bezeichnet. tJber dem Flachen- 
element do liegt bier die Masse Ted -do, die Elacben- 
diebtigkeit ist daher im Grenzfall 

X = lim (k 3) = Urn (A: c) • Z = Z 

i=0 fi=0 

nacb (25). 

Zusatz. In analoger Weise, wie ans dem Potential 
des bomogenen Ellipsoids die Ausdriicke (26 a) abgeleitet 
sind, d. b. die Werte des Potentials der mit Masse von 
der Dichtigkeit Tcq I belegten BUipsoidfiacbe, wobei fto kon- 
stant ist nnd 

IS „i -r 54 f > 


kann man aneb ans den S. 206 erwabnten Ansdriicken 
fur das Potential gewisser niebt bomogener ElUpsoide ent- 
spreebende Ansdrueke fur das Potential der EUipsoidfiacbe 
bei anderer Piacbenbelegung ableiten. Man findet so, daB 
die Ansdrueke 


(31) 


0 

o 

a = 2 51 a b 


ds 

Id 


ds 

'D 




F 


(die Bezeiebnungen sind dieselben wie S. 206) das Potential 
d.er Ellipsoidfiacbe fiir innere, resp. auBere Punkte dar- 
stellen; und zwar ist die Diebtigkeit der Placbenbelegung, 
falls F einen der Werte a), b), c), -S. 206, annimmt, 

X — IC'l , 
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■wo fiir fc die S. 207 angegebenen, dem jedesmaligen F 
entspiecbenden Werte zu setzen sind. 

Setzt man aber iur F den Wert d), S. 206, so stellen 
Ui, Ua nicbt mebr Placienpotentiale dar, sondern 1. fur 
den Pall, dafi ^^(O) = 0 ist, das Potential eines vollen 
Ellipsoids mit der Dicbtigkeit 2(p'{So), also ein Kdrper- 
potential; 2. fur den Fall, dafi q>{0) von 0 verscMeden 
ist, die Stunme aus dem er'wSJinten Korper- und einem 
PlScbenpotential. 

Ancb diese Besultate kann man samtlicb durch 
Terifikatiou mittels der cbarakteristiseben Bigenscbaften 
des Potentials kerleiten. 

e) Geometriscbe Ableitung des Satzes, dafi 
eine von z'vrei abnlichen und abnlicb liegenden 
konzentriscben Ellipsoiden begrenzte Scbale auf 
Punkte des inneren Hoklraums keine Anziehung 
ausubt. 

Das schon S. 182 abgeleitete Eesultat, das sich im 
letztenAbschnitt aufc neue ergebenhat [vgl. Gleichung(24a)], 
lafit sich auch rein geometrisch ableiten. Die Ableitung 
stirtzt sich auf folgenden geometrischen HUfssatz: 

Schneidet eine beliebige Sekante das eine von 
zwei konzentriscben, Shnlichen und ahnlich liegenden 
BUipsoiden in den Punkten P und Pj, das andere 
in den Punkten Q und Qj, so ist P^ = Pi^i . 

Be ■we is. Die 
Schnittpunkte Q , Qi 
der Sekante mit dem 
inneren Ellipsoid ver- 
binde man mit dem 
Mittelpunkte 0 und 
verlSngere OQ , OQi, 
bis sie das aufiere El- 
lipsoid in P, Pi schnei- 
den, so ist (vgl. dieAn- 
merkung zu S. 182) 

OQ:OP = D<?i:OPi, 

daher PPj parallel QQj^. Verbindet man nun den Mittel- 
punkt M von PP^ toit 0, so halbiert OM auch QQ^ 
in <7 . Andererseits sind PPj und PPj parallele Sehnen 
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derjenigen Ellipse, in der das aufiere Ellipsoid dnrcli die 
Ebene OBB^ geschnitten -wird, nnd ibxe Mittelpxinkte liegen 
daher auf einem Durchmesser, d. b. der Durehmesser OM, 
der BBi balbiert, halbiert anch PP^ , Oder C ist ancb der 
Mittdpnnkt von PPi- Aus BG = PiO nnd QC = QiO 
folgt aber unmittelbar die Bebauptnng. — 

Wir betrachten nunmehr eine nnendlicb dunne, von 
zTvei ahnliohen nnd ahnlich liegenden Ellipsoiden begrenzte 
Schale nnd zieben dnrcb den Pnnkt A des inneren boblen 
Banmes eine bebebige Linie, die das anfiere Ellipsoid in 
den Pnnkten P, Pi, das innere in Q,Qi scbneidet, Eerner 
bescbreiben w nm A eine Engel 
vom Badins 1, die von AP in A" 
nnd Ni gescbnitten werden mdge. 

Dnrcb das bei N liegende ElScben- 
element dm der Engel legen mr 
einen Eegel mit A als Spitze; dieser 
Eegel nnd sein Scbeitdkegel scbnei> 
den ans dem anJleren EUipsoid bei 
P nnd Pi Flaeheneleniente berans, 
die mit do nnd doi bezeiobnet wct- 
den mogen. Ans der von den ahnlicben Ellipsoiden be- 
grenzten nnendbcb dnnnen Scbale scbneiden der Eegel nnd 
sein Scbeitelkegd Volumendemente dv, dvi berans, deren 
Grnndfiaoben do, doi sind. Die Hobe des Volnmen- 
elements dv ist die Projektion der Linie PQ anf die 
dnrcb P senkrecbt zn do gezogene Linie. Mit]^ ist: 

dv — dO’ PQ • cos(AP, N) , 

wo (AP, A) den Winkel bezeiobnet, den AP mit der 
anfieren Piacbennormale in P bUdet, nnd ebenso ist: 



dVi = doi • PiQi • cos(APi , Ni) . 


Denken wir nns die Scbale mit Masse von der Dicbtig- 
keit Ic gefullt, so ubt die in dv entbaltene Masse auf A 
eine Anziebnng ans, die von A nacb P geriobtet ist, nnd 
deren GrQBe 


Te‘dv h’do • PQ -cosiAP, JUT) 

'TW~ aP 
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ist. Die Anziehung der in dVi enthaltenen Masse auf A 
hat die Eiehtung Ton A naeh und die GrdJJe: 

ft.doi*Pi^i-cos(APi, Jj) 


Zwisehen do und dco findet nun die in Kap. 6 des 
ersten Abschnittes abgeleitete Beziehung statt; nach Por- 
mel (10), S. 66, ist daher 


do • cos(AP, N) 


= do) •, 


und ebenso ist 


dOt-cosjAP^.i^i) _ 


WO d(Oi das Plachenelement bezeichnet, das der Scheitel* 
kegel des durch A und dm gelegten Kegels aus der Kugel 
•ausschneidet. Da dm^dcoi und auBerdem PQ = FiQi, 
so ist: 


da ferner beide KrSfte entgegengesetzte Eichtungen haben, 
so heben sie sich auf. Die Betrachtung gilt fur jede be- 
liebige dutch A gezogene Linie P A P^ , d. h. die Anziehungen, 
welche je zwei solche Volumenelemente derSchale, diemit A 
in gerader Linie liegen, auf A ausuben, heben sich auf. 
Die unendlich ddnne Schale ubt also gar keine Anziehung 
auf A aus. 

Das Eesultat lafit sich leicht auf eine Schale von end- 
licherDicke ubertragen. Denn teilt man einen beliebigen vom 
Mittelpunkte ausgehenden Eadius der Schale in unendlich 
viele, unendlich kleine Teile und legt durch jeden Teilpunkt 
ein zu den beiden gegebenen konzentrisches, dhnliches und 
ahnlich liegeudes Ellipsoid, so wird die endliehe Schale in 
unendlich dunne Schalen getedt, und da keine der letzteren 
auf A eine Wirkung ausubt, gilt dasselbe auch von der 
Summe aller, d. h. von der Schale von endiicher Dicke. 
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Kapitel 5 . 

Gleichgewichtsfiguren rotierender Miissigkeiten. 

a) Allgemeine Gleichgewiolitsbedmgungeii. 

Ans -der Hydrostatik setzen -wir als bekannt Toraus, 
daiJ eine inkompressible Flussigkeit unter Einwkung irgend- 
welcher Kxafte nur dann im Gleichgewicht sein kann, wenn 
jene KrMte eine Kraftefnnktion besitzen; und dafi eine freie 
Plussigkeitsoberflacbe iiberall auf den wkenden Kraften 
senkrecht steht, mithin eine Niveauflache ist. 

Was ferner das Gleichgewicht einer um eine feste 
Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden 
Plussigkeit betrifft, so sind die Gleichgewichtsbedingungen 
dieselben wie fiir eine ruhende Plussigkeit, falls man zu den 
wirkenden Kraften noch die Zentrifugalkraft hinzunimmt. 
Es ist das ein allgemeiner Satz der Mechanik, den man 
dutch folgende einfache ‘Betrachtung ableiten kann. 

Bin System von Massenpunkten rotiere gleichfSrmig 
um eine feste Achse, die a-Aohse eines reohtwinkligen Ko- 
ordinatensystems. Bei dieser Bewegung beschreibt jeder 
der Punkte einen Kreis, dessen Ebene parallel der ajjz-Ebene 
ist, und dessen Mittelpunkt auf der Achse liegt; ferner 
werden gleiohe Bogen des Kreises in gleichen Zeiten durch- 
laufen. Bei dor in Rede stehenden Bewegung bleibt also 
die z-Koordinate jedes Punktes ungeandert, ebenso sein Ab- 
stand r von der s-Achse. Piihrt man in der zur ic^-Bbene 
parallelen Ebene Polarkoordinaten ein: 

(1) x~r COS97 , y — r sin^j , 

so andert sich bei der Rotation allein cp, und zwar 
wachst der Zeit proportional: 

( 2 ) <p = <ot + ^, 

wo CO und konstant sind. co stellt die Anderung des 
Winkels <p in der Zeiteinheit dar und heifit die Winkel- 
geschwindigkeit. Mit der Umlaufszeit T hangt co dutch 
die Gleichung 
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zusammen. Denn vergleicht man die Werte von <p zu den 
Zeiten t tind « -j- 2*, so ist zu der zweiten Zeit <p um 2jr 
grdBer als zur ersten, d. h. es ist: 

2n = (O’ T . 

Wir fragen nun zunSiChst: Welche Kraft mufl auf den 
betrachteten Massenpunkt wirken, damit er dauernd in 
dieser Rotation erhalten wird? Durcb zweimaliges Diffe- 
rentiieren nacb i folgt aus (1) und (2): 

1 ¥ 

■wahrend 


ist. Ist daher m die Masse des Punktes, so hat die zur 
Erhaltung der Rotation erforderliche Kraft die Kom- 
ponenten: 

(4) X' = —mo>^x, Y' — —m (o^ y , Z' = 0, 

d. h. die Kraft hat die Gr6Be und in jedem Moment 

die Richtung von dem rotierenden Punkte nach dem Mittel- 
punkte des von ihm beschriebenen Kreises. Analoges 
gat fur jeden Punkt des rotierenden Systems. 

Es mdgen nun die Punkte des Systems unter Ein- 
■wirkung irgendwelcher KrMte stehen, und X, Y,Z seien 
die Komponenten der auf m ausgeubten Kraft. Von dieser 
•wird die Teilkraft, deren Komponenten X', Y', 0 [Glei- 
chimg (4)] Sind, zur Erhaltung der Rotation gebraucht. 
SoUen daher alle Punkte des Massensystems bei der Ro- 
tation ihre gegenseitige Lage Trie ihre Lage zur Rotations- 
achse beibehalten, so miissen die ubrigbleibenden Tea* 
krafte den Gleichgewichtsbedingungen genflgen. Diese 
fibrigbleibenden Teakrafte haben fur den Punkt m die 
Komponenten; 

(5) X-X' = X + mo)^x, Y-Y'=Y + mo^y , Z; 

d. h. damit ein System rotierender Massenpunkte im Gleioh- 
gewichte ist, miissen die Gleichgewichtsbedingungen erfullt 
sein von den KrSften, die man erhalt, wenn man zu den 
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sonst wirksamen Kraften in jedem Punkte m, nock eine 
Kraft hinzufugt, die die Komponenten 

(5a) mco^y , 0 

hat. Die Kraft, deren Komponenten dutch (6a) dar- 
gestellt -werden, ist die sogenannte Zentrifugalkraft. 

Was fiir ein beliebiges Massensystem gilt, gilt auch 
fiir Flussigkeiten. Znm Gleichgewicht einer gleichfQrmig 
rotierenden Fliissigkeit ist daher erforderlich, daB, wenn 
auf das nieht rotierende Flussigkeitsteilchen m die Kraft 
mit den Komponenten X, Y, Z wirkt, die andere Kraft, 
deren Komponenten 

(5 b) X + mco^x, T + mco^y, Z 

sind, eine Kraftefunktion hat. Dazu miissen X, Y, Z 
fiir sich eine Kraftefunktion besitzen. Ist diese F, so ist 
die Kraftefunktion der Krafte (5 b): 

(5c) Cr = F + ^(»2 + y^). 

Fiir eine freie Flussigkeitsoberflache muB ferner U = Konst, 
sein. Die Bestimmung einer freien Flussigkeitsoberflache 
ist hiernach eine sehr einfache Aufgabe, wenn die wirkenden 
Krafte unabhangig von der Gestalt der Fliissigkeitsmasse 
sind, wie z. B. bei der elementaren Aufgabe, die Gestalt 
einer um eine vertikale Achse gleichfQrmig rotierenden 
Fliissigkeit zu bestimmen, auf die nur die Schwere wirkt. 
Die Komponenten der letzteren sind, wenn die positive 
Achse der Schwerkraft entgegengesetzt gerichtet ist: 

X = 0, Y — 0, Z = —mg, daher F = —wya, 

17 = Y [(o^{x^ + y^)~2gz]-, 

und da fur die freie Flussigkeitsoberflache U = Konst, ist, 
so ist diese ein Eotationsparaboloid. 

b) Eotierende feste Kugel, die mit einer diin- 
nen Flussigkeitsschicht bedeckt ist. Anwendung 
auf die Figur der Erde. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Untersuchung der 
Gestalt rotierender Flussigkeiten fiir die Frage nach der 

Wangerin, Theorie das Potentials L 16 
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Pignr der Erde. Um tber die Entstebung dieser Figur 
Anfscblnfi zu erhalten, machen wir betreffs der rotierenden. 
Fliissigkeit gewisse Annabmen tmd untersucben, wie weit 
die PolgeruDigen aus diesen Annabmen der Wirklicbkeit 
eutsprecben. 

Die einiacbste Annabme ist die, dafi die Erde aus 
einem festen, kugeUdrmigen Kem bestebt, der mit einer 
Plussigkeitsscbicbt von geringer Dicke bedeckt ist. Die 
Masse dieser Elussigkeit sei im VerbSltnis zur Masse des 
festen Kerns so klein, dafl von der gegenseitigen Anziebung 
der Plfissigkeitsteiloben abstrabiert werden kann, dafi also 
nur die Anziebung in Betracbt kommt, die von der Kugd auf 
die ilflssigkeit ausgeiibt \drd. Und betreffe der Massen- 
verteilung in der Kugel macben vdr die Annabme, dafi 
die Dichtigkeit nur von dem Abstande vom Mttdpunkte 
abbsLngt. Die Kugel ■wirkt in diesem Falle so, als" ware 
ihre Masse im Mittelpunkte vermnigt. Das Potential der 
Kugel ist daber, da die Elussigkeit auBerbalb der an- 
ziehenden Masse liegt: 

( 6 ) 

WO 

(6a) + 

den Abstand vom Kugelmittelpnnkte darstellt, wahrend 
M die Gesamtmasse der Kngel ist, Nach. Hinzunahme 
der Zentrifugalkraft haben wir, wenn die durcb den Kngel- 
mittelpnnkt gehende i 2 ?-Aclise die Eotationsachse ist: 

(6b) U = + j,®)} . 


Die Gleichung der freien Fliissigkeitsoberflacbe ist daber: 


+ + 


■ {x^ + y^) = Konst, , 


*) Per Paktor /, der der Einfachheit halber in den friiheren 
Abschnitten meist fortgelassen ist, darf hier nicht mehr = 1 ge- 
setzt werden, well das eine besondere, fOr das Folgende nicht 
zweckmafiige Annabme tiber das Mab der Kraft einschlieben 
wtlrde, Auch die Masse m des angezogenen Punktes nehmen 
wir beliebig. 
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d. i. eine Eotationsflaclie. Zur Bestimmnng der Konstante 
auf der rechten Seite von (7) muB ein Eadius der Plaehe 
bekannt sein; wir wShlen als solchen den Eadins Bp nach 
dem Pole. Dann wissen ■wir, daB die Werte a? = 0 , y = 0, 
e = Bp der Gleiohnng (7) geniigen. Daher ist: 

Konst. = , 

xCp 

und die Gleichung {7) geht in folgende uber: 

(7 a) - -=L==} = ^ . 

Die Konstante fM, die direkt nieht meBbar ist, drdcken 
■wir durch die Schwere gp am Pole ans. Die Schwere ist 
die Eesultante ans der Anziehung und der Zentrifugalkraft, 
bat also die Komponenten: 

8U ■ 8U 

'dw’ ly ' Tg* 

wo U durch (6b) bestimmt ist. Pur den Pol ist a — 0 , 
y==0, z = Bp, daher; 

^C^^A 8U mfM 

6y~^’ 8g~ Bl • 

8TJ 

Der absolute Wert von ist somit die Schwerkraft mg- , 
d. h.: 

(8) fM^Blgp. 

Durch Substitution dieses Wertes von fM geht die Glei- 
chung (7a) in folgende uber: 

/gv _1 1 ^ x^-\-y^ 

+ g® + z® 2 gp Bp 

(9) steUt eine Eotationsflaohe dar, deren Meridiankurve 
vom sechsten Grade ist. Doch laBt sich diese Meiidian- 
kurve, wie ■wir sogleioh sehen warden, mit sehr groBer An- 
nSrherung durch eine Ellipse ersetzen, daren Kebenachse 
in die Eotationsachse fallt, so daB die Gleichgewichtsfigur 

16* 
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angenahert ein abgeplattetes Eotationsellipsoid wd. Fax 
die Erde ist namlicli 


coS.JB 




eine selir kleine Gr66e. Wird als Langeneinheit das Meter, 
als Zeiteinheit die Sekunde gewahlt, so ist = 9,831. Eiir 
dieselbeZeiteinheit ist dieUmdrehungszeit der Erde (d. i. die 
Lange eines Sterntages) 2' = 86164, daher: 

_ 2?i 

86164 ■ 

Ferner ist Rp = 6356079 (nach Bessel), somit: 

6356079 

® 2 -9,831 -86 1642 ’ 

d. i. (mit Weglassung der Dezimalstellen): 


Fuhrt man noeh in der Meridianebene Polarkoordinaten 
ein, setzt also: 

(11) y «!2 -j_ = /• cos# , « = 

so geht die Gleichung (9) unter Benutzung der Bezeich- 
nung d [Gleichung (10)] xiber in: 

(9a) 1 — = ,5 . cos^i^ • . 


Betraehten wir in (9 a) die Gr6fie — als XJnbekannte, so 

ist zu beaehten, daB jene Gleichung vom dritten , Grade 
ist und drei reelle Wuxzeln hat, eine nahe = 1 , wahrend 
die beiden andern, von denen eine positiv, die andere 
negativ ist, sehr nahe an 0 liegen [fiir (3 = 0 wird die erste 
= 1 , die beiden andern = 0] . Von den drei Wurzeln 
kann n%ch der Stellung des Problems, da die die Engel 
bedeckende Flussigkeitsschicht uberall nur eine geringe 
Dicke haben soU, nur die erste in Betracht kommen; und 
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diese ist angenaiiert, -wenn man GroBen von der Ordnung <5® 
vernachiassigt: 


( 12 ) 


R. 


1 — d cos^^ , 


weiter bei derselben Vernacblassigung: 

J?2 

^ = 1 - 2 ^ 

dder 

Bl = r^ - 2 dr^ , 

d. i. nach (11): 

' Bl = x^ + y^ + z^-2dia!^^ + y^) 

Oder, da bei unserer Naherung 1 — 2 6 durch 
ersetzt werden kann: 


1 + 25 


(12 a) 


^2 ^ 

Bl{l + 2 6y Bl ’ 


d. b. die Oberflache der rotierenden Flussigkeit bildet ein 
abgeplattetes Eotationsellipsoid. Die balbe groBe Achse Ba 
wird: 

• B^ 


JBp]/l + 25 = 22,(1 + 6) , 
daber die Abplattung: 

(12 b) a = 


Ba Bp ^ 


Ba 

wenn man von GrdBen von der Ordnung 5® absiebt. Unsere 
Annabme, daB die Erde aus einer mit einer diinnen Elussig- 
keitsscbicbt bedeckten festen Kugel bestebb, und dafi nur 
die Kugel anziebend auf die Flussigkeit wirkt, fubrt somit, 
wenn man im ubrigen die wirklichen Verbaitnisse der Erde 
zugrunde legt, auf den Wert; 

a = d = 

der Abplattung. Das ist ein zu kleiner Wert, da nacb 
Bessel fur die Erde 

1 

a ^ 


299,15 


ist. 
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tJbrigens hat der hier sich ergebende Wert von a 
folgende physikaJische Bedeutung, Bei Vernaehlassigung 
aller GroBen von der Ordnnng d® kann man schreiben; 

“-^5; S""’ 

d. h., da_ < 0 ^ iZo die Zentrifagalkraft am Aquator darstellt : 
die Abplattung ist gleich dem VerhMtnis der halben Zentri- 
fagalkraft am Aqnator zur Schwere am Pole. 

0 ) Eotierende Flussigkeit, deren Teilohen sich 
nach dem N’ewtonschen Gesetze anziehen. 

Da die der vorstehenden Entwicklung zngmnde ge- 
legte Annahme aTif einen zu kleinen Wert der Abplattung 
gefiihrt hat, legen vrir an deren Stelle die andere zugrnnde, 
dafi die Erde als eine Flussigkeit von konstanter Dichte 
anzusehen ist, deren Teilohen sich nach dem Newton - 
schen Gesetze anziehen. Die Bestimmung der Gleich- 
gewiohtsfigur einer solchen Flussigkeit ist eine wesentlich 
schwierigere Aufgabe als die vorhergehende. Denn die 
KrUftefunktion ist hier nicht, wie vorher, von vornherein 
bekannt, sondern hangt von der erst zu bestimmenden 
Gestalt der Flussigkeit ab. Die Aufgabe kann so formu- 
liert werden: Es ist eine Funktion/’(«, 3 /,») zu bestimmen, 
die folgende Eigenschaft besitzt: ist V das Potential einer 
von der Flhche 7= 0 begrenzten homogenen Masse in bezug 

auf Punkte dieser Flache, so soli V — G 

u 

mit f{ai,y,z) identisch sein. Da eine einfache Beziehung 
zwisehen einer bdiebigen Funktion f und dem zugehdrigen 
Werte von V nicht existiert, so ist die allgemeine L6sung 
der Aufgabe nicht moglich. In dem speziellen Falle in- 
dessen, in dem f = 0 die Gleichung eines Ellipsoids ist, 
ist bekannt, dafi F for innere Punkte und daher auch fur 
Punkte der Oberflache eine Funktion zweiter Ordnnng ist, 
die nur die Quadrate der Koordinaten oo,y,z des angezogenen 

Punktes enthalt. Die Gleichung F -f (a;^ = C 

ist daher eine Gleichung von derselben Form wie /'= 0. Die 
MdgHchkeit der Identitat beider Gleichungen ist somit von 
vornherein vorhanden, und es handelt sich nur noch darum. 
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die Bedingungen fur die Achsen des Ellipsoids zu finden, 
unter denea beide Gleichungen identisch werden. 

Das Potential des Ellipsoids 


(13) 


X- if 



hat, wenn wir ebenso wie S. 242 den Paktor fm hinznfdgeu, 
fiir Piinkte der Masse sowie fur Punkte der Oberfiaehe 
die Form: 


(14) F = fm{V, - F, - F^ f - V, , 


wo Fo, Fj, ... durdi die Gleichungen (14) und (14a), 
S. 186, gegeben sind. Die Gleichung der freien Pliissig- 
keitsoberfiache ist daher: 

(15) - F,.r=! - F^ y^- - V, ^^) + ^ (a;^ + y^) = C 

Oder 

(15a) + + ■ 


Damit diese Gleichung mit (13) identisch werde, mufi sein: 


(16) 






co^ 

2f 

_0_ 

fm 


1 





Oder, nach Elimination von G , 





(16 a) 



^2 


f; ~ ‘ ¥' 


Ohne auf die allgemeine Mbglichkeit der ErfuUung der 
Bedingungen (16 a) einzngehen, erkennen wir, daJS ihnen 
durch ein Eotationsellipsoid geniigt werden kann; denn 
tHr a = b wird Fj = Fg , und fiir diesen Pall reduzieren 
sich die Bedingungen (16 a) auf die eine: 


Vi 






2f 


(16b) 
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Setzen wir hierin fiir und Vg die Integrale (14a), S. 186, 
darin a==l> genommen, so nimmt (IBb) die Form an: 


a®c; 


rf 

■ 1 c® 1 

j (a® + «)yc® + s 

-f- 5 </- -f- ^ - 


0)^ 

2hf ’ 


d. h. 


(16 c) a^cn{a^-c^)l- 


CO- 


(ffl2 + sf + 


Die rechte Seite von (16 e) ist sicher positiv; denn da es 
sich urn anziehende Massen handelt, sind f sowohl, als 
Ti positiv. Ebenso ist das Integral auf der linken Seite 
positiv, daher kann dieser Gleichung nur genugt werden, 
wenn 

a® — e® > 0 


ist, d. h. nur abgeplattete Eotationsellipsoide genugen der 
Bedingung der Aufgabe. Die Integration in (16 c) kdnnte 
man leicht ausfiihren; nocb einfacber ist es, die Werte 
von Fi und Fg aus Gleichung (21), 8. 210 zu entnehmen 
und in (16b) einzusetzen, Setzt man in (21), S. 210 o = 0 , 
so stellt die rechte Seite das Potential eines abgeplatteten 
Eotationsellipsoids fur Punkte der Oberfiache dar. Es 
ist also 


(17) 


F,= 


Tclca^c 

(]/a® — c^y 

2 jiTca^c 
(/«2 _ c2)® 


arctg 



c'^a^ — 

1 c 1 

a® 


ia^ — c* ^ / Va® ■ 
arctg ' 


und die Gleichung (16b) geht uber in: 


co^ _ Tta^o 



3 e 



(18) 
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Setzt man znr Abkiirzung: 


(19) 



= 2 , 


so nimint (18) die einfache Form an: 


( 20 ) 


CO® 

2 ^ 


3 + 1® 
1® 


arotgl 


31 

3 + 1®. ■ 


Diese Eelation mufi zwischen dem Achsenverliaitiiis und 
der Eotationsgeschwindigkeit bestehen, damit das abge- 
plattete Eotationsellipsoid Gleichgewiehtsfigtir der rotieren- 
den Fliissigkeit ist. Mittels dieser Gleiobung kann man (bei 
gegebenem Tcf) einerseits zu einem gegebenen Achsenver- 
haitnis die zugehorige Eotationsgeschwindigkeit, anderer- 
seits zu einer gegebenen Eotationsgeschwindigkeit das zu- 
gehdrige Achsenverhaltnis bestimmen. 

6) Diskussion des Eesultates. 

TJm zu erkennen, unter welchen Umstanden die beiden 
Aufgabea Idsbar sind, und welche Losung sie ergeben, 
wenn fur co, Tc, f die Werte genommen werden, die der 
Brde zukommen, untersuchen wir zunSchst, wie sich die 
GroBe 


(21) 


u 


__a)_® 

2 n Tcf 


mit 1 andert, d. h., geometrisch ausgedriiokt, wir unter 
suchen die Gestalt der Kurve 


( 22 ) 


u 


3 + 1® 
1® 


arctgl — 


31 ' 
3 + 1®. 




deren Ordinate u, deren Abszisse 1 ist. Zu dem Zwecke 
differentiieren wir (22) nach 1: 


(22 a) 



(9 + p) arctgl 


und betrachten daneben noch die Funktion 


_ 91 + 71 ® . 


(23) 
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sowie 

(23b) 


F'(X) 


[(i + A2)(9 + ;.2)p • • 


Fiir alle diese Funktioneb kommen der Bedeutung von X 
■wegen nnr positive X in Betracht. Die Fnnktion F{X) 
verschwindet, da arctgA einen Bogen zwischen 0 und 
darstellt, fiir ^ = 0 und nimmt fiir A = oo den Wert — 
an. Ferner ist F'{X) fiir kleine X positiv, fiir groJBere X 
negativ, und F'{X) verschwindet fiir A=]/3, d. h. F{X) 
wacbst zunSichst von A = 0 , erreicht bei A = ys ein Maxi- 
mum, um von da an bestandig abzunebmen. Da F{X) 
fiir sebr groBe A negativ ist, so muB F{X) einmal, aber 
nur einmal = 0 "werden, und zwar fiir einen Wert A^ von 
A, der grofier als /S ist. 

Was ferner die Funktion u betrifft, so sehen -wir zu- 
nachst, dafi zu jedem A nur ein Wert von « gehdrt. Fiir 
kleine A kann man u nach steigenden Potenzen von A 
entwickeln. Es ist 


arctgA — X — l-A** -f A^ _ 4.^7 4 . . . . , 
a 1 

g = A — J A* -f If A» — -gV A'^ -f • • • . 


Setzt man diese Ausdrucke in (22) ein, so wird 

(24) M = (-,V A® - + • • •) (3 + A^) . 

Wir sehen also, daB u fur A = 0 verschwindet, und daB 
fur sehr kleine A, fur die A® an GroBe iiber X* usw. vreit 
iiberwiegt, u positiv ist. Bbenso ergibt sich aus (24) [resp. 
aus der Eeihenentwicklung der rechten Seite von (22 a)], 

daB auch 4^ fiir A = 0 verschwindet, und daB fdr 
dX ’ dX 

kleine A positiv ist. Die Kurve u geht also vom Anfangs- 
punkte aus, beriihrt dort die Achse A und hat zunachst 
positive Ordinaten. 

Weiter ist fur beliebige A 

du 9 + 
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ist also so lange positiv, als I'(i) positiv ist, d, h. bis 

zu dem oben mit ^ bezeiebneten Werte. Bis ^ wacbst 
M. Fiir A = li ist J'(1) = 0, also u ein Maximum, fur 
groBere 1 ist J’(A) bestandig negativ, also nimmt « be- 
standig ab. Fur sehr groBe 1 ist aber u nocb positiv; 

3 JL 

denn arctgl ist danu nahe an -I-ti, - g— ist sehr Mein; 

O + A" g I p 

erst fiir A = oo wird « = 0 , da dann der Faktor — rj — 

verschwindet. Die Kurve u nahert sich somit der A-Achse 
asymptotisch und hat fur 
jede positive Abszisse 1 
eine positive Ordinate «; 
sie hat beistehende Ge- 
stalt*). 

Wichtig ist es noch, den 
Wert Aj , fiir den F(A) ver- 
schwindet, so^e den zu* 
gehbrigen Wert % von m zu 
ermitteln. Wir wissen, daB > /S ist. Setzen wir A = 2 , 
so ist F(A) noch positiv, wahrend F(A) fur A = 3 schon 
negativ ist. Fur den Zwischenwert A = 2,5 ist F(A) noch 
positiv, aber sehr Mein; denn arctg2,5 ist der zum Winkel 
68®11'55" gehdrige Bogen des Kreises vom Radius 1, 

Q 3 4. 7 3 3 

also — 1,19029; y ' , Mmmt fur A = 2,5 den 

(1 -f A®) (9 -H A“) 

Wert 1,19276 an, so daB F{2,5) = +0,00247 wird. 2,5 
ist daher ein angenaherter Wert fiir A^. Den genaueren 
Wert findet man, indem man A^ = 2,5 + setzt und h mit 
Vemachlassigung von aus F(2,5 + h) = 0 berechnet, dann 
mit dem gefundenen Werte ebenso verfahrt usw. So 
findet man durch sukzessive Naherung 

(25) Ai = 2,5293 , 

und aus (22) ergibt sich fur den zugehSrigen Wert von n : 
(25 a) = 0,2246 . 

*) In der Figur 36 sind die Ordinaten « in grOfieredi Mafi- 
stabe gezeichnet als die Abszissen A. 
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Aus dem Verlauf der Kurve v. sieht man, dafi zu 
jedem gegebenen Wert von I stets ein und nur ein Wert 
vdn « gehort, und zwar immer ein positiver, dafi daher 
die erste der oben erwabnten Anfgaben stets eine nnd mir 
eine Losiing bat; daB dagegen zu jedem gegebenen Werte 
von M z'wei Werte von A gehSren, solange % <C 0,2246 , 
ein Wert fiir « = % = 0,2246 , daB aber fiir u > 0,2246 
Gleichung (22) keine reelle Ldaung fiir X ergibt. Nicbt 
fdr jede Eotationsgesobwindigkeit ist also das abgeplattete 
EotationseUipsoid eine Gleicbgewichtsfigur der rotierenden 
MuBsigkeit, sondern nur, wenn co den Wert ^2 jt / • ft • 0,2246 
nicbt ubersteigt. Fur diesen Grenzwert von co erhblt 
man als Gleichgewicbtsfigur ein EotationseUipsoid, fiir 
das : c = 2,5293 ist; fiir kleinere co endlicb erbalt 

man stets zwei Eotationsellipsoide als Gleichgewichtsfiguren . 

Urn den Wert % zu berechnen, den u fiir die Erde 
annimmt, denken wir uns, was bei der geringen Abweichung 
der Erde von der Kugelgestalt und bei der geringen In- 
derung der Scbwere auf ihrer Oberflacbe eine binUinglicbe 
Mberung gibt, die Erde ersetzt durcb eine homogene 
Kugel von gleiohem Volumen und gleicher Masse. Die 
Anziehung, die diese Kugel auf einen Punkt ihrer Ober- 
flache ausubt, ist, wenn B der Eadius: 


fm 


4 nlcB^ 


= m’^nfkB . 
o 


Diese Anziehung ist am Pol gleicb der Schwerkraft (wahrend 
fur andere Punkte die Schwerkraft die Besultierende aus 
Anziehung und Zentrifugalkraft ist), d. h. wir haben 

(26) m \ nf1elt = mgp , 

daher 

co^ 2a>^.B_2 in^-B 
27tflc~% gp 3 861642.9,831’ 

und da B , der Eadius einer Kugel von gleichem Volumen 
mit der Erde, = 6370283 m ist, so folgt aus (26 a): 
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Da Uq selir viel kleiner als % ist, so gehoren zu dem 
Werte u = Uq zwei Gleichgewichtsfiguren, entspreclieiid den 
Abszissen X der beiden Punkte, in denen die zur ^-Achse 
in dem Abstande % gezogene Parallele die M-Knrve trifft. 
Von diesen beiden Punkten liegt, wie ein Blick auf die 
Kurve zeigt, einer dem Anfangspunkte sehr nahe, wabrend 
fur den anderen k sehr groB wird. Um die Abszisse ^ 
des ersteren Punktes zu bereehnen, kann man fiir u die 
Entwicklung (24) nach steigenden Potenzen von X be- 
nutzen und in erster NSherung usw. gegen A® vernaoh- 
lassigen, so folgt der Naherungswert: 

(27) % = = 

Der zugehSrige Wert der Abplattung ist 


(28) a 



2 8 ' 435 232 ’ 


Um die zweite Wurzel X(, der Gleichung (22) fur u = 
zu erhalten, ist zu beachten, daB Xq sehr groB, daher 
arctgAfl sehr nahe = ist. Vernachiassigt man die zweite 

und hohere Potenzen von gegen die erste Potenz, so 

Xo 

ergibt sioh der angenaherte Wert: 

(29) = ^' = I -435 = 683. 

Weiter wird 

a = c y 1 "1“ Xq^ ~ c Xq 


und die Abplattung 



Von den beiden fur u = Uq ermittelten Gleichgewichts- 
figuren hat nur die erste eine kleine Abplattung, wShrend 
die zweite einem Ellipsoid entsprioht, das so stark abge- 
plattet ist, daB es einer dunnen Kreisscheibe gleicht. STur 
die erste dieser Figuren kommt der wirklichen Gestalt 
der Erde nahe; doch ist die sich ergebende Abplattung 
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etwa das f-fache der Abplattung der Brde j • 

Von den beiden in b) nnd o) dieses Kapitels gemaohten 
Annahmen uber die Beschalfenheit der xotierenden Hiissig- 
keit gibt demnacb die erste, anf die Erde angewandt, 
eine zu kleine, die zTCeite eine zn groBe Abplattung. 

Wir wollen noch seben, wie groB, die ubrigen Ver- 
haltnisse als gleich vorausgesetzt, die Eotationsdauer der 
Brde sein miiBte, damit nur eine Gleichgewiehtsfigur 
mS^ch ware, d. h. damit an Stelle von Uq der Wert 
trete. Denn in diesem Falle wnrde die Farallele zur 
A-Achse die w-Kurve beriihren, statt zu scbneiden. 1st 
Oil zugehSrige Winkelgeschwindigkeit, Ti die Um- 
drebungszeit, so ist also 


(31) 

mitMn 

(31a) 


— j/ 2 JC / 'Uii , Oi ““ ']i ^ Ttlc f , 

Oi 1 i V/Q 1 1 

'(o'i^~¥^\Ti’" }'435 .0,2^46 ” iWl ’ 


d. li. angenahert ist; 

(31b) Ti^^T. 


Wenn die Eotationsdauer der Flussigkeit kleiner als 
der Tageslange, d. h. kleiner als etwa 2,4 Stunden Stern- 
zeit ware, wurde das Eotationsellipsoid aufhdren, eine 
Gleichgewiebtsfigux zu sein. 

Zusatz. Wir habeu nur dieLdsungen der Gleiohungen 
(16 a) untersucht, fur die a = 6 wird. DaB jene Gleiohungen 
auch, wenn a und h verschieden sind, eine Losung zu- 
lassen, d. h. daB auch das dreiachsige Ellipsoid Gleieh- 
gewichtsfigur einer rotierenden Flussigkeit sein kann, hat 
Jacobi 1834 enMeckt. Wir weisen auf dies Eesxdtat 
nur hin, ohne auf die Ableitung einzugehen, und erwahnen 
nooh folgendes. Damit das dreiachsige Ellipsoid eine mdg- 
Uche Gleichgewichtsfigur ist, darf u den Wert 0,1871 nicht 
uberschreiten; ferner gehdrt zu jedem u unter 0,1871 nur 
ein einziges dreiachsiges Ellipsoid. Hiernach gehdren zu 
jedem u zwischen 0 und 0,1871 drei ellipsoidische Gleich- 
gewichtsfiguren, ein dreiachsiges und zwei Eotationsellip- 
soide, zu jedem u zwischen 0,1871 und 0,2246 dagegen 
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gehSren nur zwei solche Figuren, beides Eotationsellipsoide. 
Fiir u — 0,2246 fallen die beiden Eotatioiisellipsoide zu- 
sammen, nnd fiir « > 0,2246 ist eine ellipsoidische Gleich- 
gewiehtsfigui nicbt mehr mdglicb. — Fiir den Wert 
« = % = , der den Verhiiltnissen der Erde entspricbt, 

ergibt sich ate Gleiohgewichtsfigur neben den beiden oben 
ennittelten Botationsellipsoiden ein dieiachsiges Ellipsoid 
mit den Achsenverbsiltnissen 

- = 52,4 , - = 1,0023 . 

€ C 
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